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Аннотация. Рассматривается реализация  расчетов электронной структуры кристаллов методом Харт-

ри-Фока в приближении псевдопотенциала с использованием базиса локализованных, псевдо-атомных ор-

биталей (PAO), включая особенности расчета матрицы обменного оператора, в том числе в смешанном ба-

зисе, учитывающим плоские волны (PAO+PW) , организацию вычислений для получения самосогласован-

ного решения уравнений Хартри-Фока и последующего расчета зонной структуры, а также обсуждение ре-

зультатов расчетов, выполненных для группы соединений AIV (C, Si, Ge, α-Sn), которые показали хорошее 

качественное  и количественное согласие с результатами, полученными другими методами, в том числе 

полноэлектронными.  
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Введение 

Метод Хартри-Фока (HF), как известно, 

является одним из ранних первопринципных 

(ab-initio) подходов к решению задачи описа-

ния свойств многоэлектронных систем, кото-

рый и в настоящее время, в том числе как осно-

ва расширенных методов, широко используется 

для расчета электронной структуры атомов и 

молекул. Для кристаллов, как систем с про-

странственной периодичностью, применение 

метода HF исторически было более ограничен-

ным, что связано не только с более сложной, 

чем в методе Хартри, математической структу-

рой уравнений HF, но также и с дополнитель-

ным и очень заметным, по сравнению с систе-

мами конечного размера, увеличением трудо-

емкости вычислений за счет необходимости 

учета особенностей, обусловленных трансля-

ционной симметрией. Большой вклад в реше-

ние первой из указанных проблем внес стати-

стический Xα-метод Слэтера [1], где нелокаль-

ный обменный оператор в одночастичных 

уравнениях был заменен приближенным, ло-

кальным выражением, зависящим только от 

электронной плотности, что в дальнейшем при-

вело к формулировке строгого подхода, извест-

ного как теория функционала плотности [2, 3] 

(DFT) и который сейчас является наиболее по-

пулярным методом исследования электронной 

структуры кристаллов. В то же время, в рамках 

DFT остается открытым вопрос о форме об-

менно-корреляционного функционала, для ко-

торого пока что не существует универсального 

решения, а для большинства известных локаль-

ных (LDA), полулокальных (GGA, meta-GGA), 

форм, входящих в набор из порядка 400 функ-

ционалов [4], присутствует общая  погреш-

ность, обусловленная самодействием, что в 

случае кристаллов приводит к некорректным 

оценкам значений ширины запрещенной зоны и 

ряда других важных характеристик. Так как в 

методе HF вклад самодействия компенсируется 

полностью, то самая простая идея корректи-

ровки DFT состояла бы в том, чтобы использо-

вать обменную часть функционала энергии в 

форме HF (точный обмен), а для электронных 

корреляций, которые в методе HF, наоборот, 

никак не учитываются,  применять соответ-

ствующие выражения для энергий и потенциа-

лов, разработанные в рамках DFT. Однако, как 

показано в [5], такой вариант не дает заметных 

улучшений и, даже с учетом градиентных по-

правок, приводит к погрешностям, выходящим 

за границы химической точности, так как ука-

занное разделение является искусственным и 

не имеющим какого-либо строгого физического 

смысла [6]. Более эффективным является сме-

шанный подход к построению выражения для 

функционала обменно-корреляционной энергии 

( xcE ), предложенный также в работе [6] и ос-

нованный на строгой формуле адиабатической 

связи (adiabatic connection). Одной из форм та-

ких гибридных функционалов является, напри-

мер, однопараметрическое выражение [7] : 

)(0

DFT

xс

HF

x

DFT

xcxc EEaEE   (1) 

где DFT
xcE - обменно-корреляционная энергия в 

DFT, HF
xE - обменная энергия в форме HF, 0a - 

параметр смешивания. Дальнейшее развитие 

идеи [6] привело к построению целого семей-

ства гибридных функционалов, из которых 

наиболее известными являются B3LYP [8], 

PBE0 [9], HSE [10], а другие типы детально 

рассматриваются в обзоре [11].   

Как следует из (1) и других, подобных вы-

ражений, основной вычислительной задачей и в 

методе HF, и методах DFT с гибридными 

функционалами, является расчет вкладов, обу-

словленных точным обменом и для периодиче-

ских систем к настоящему времени разработано 

множество вариантов ее решения как в коорди-

натном, так и импульсном (обратном) про-

странстве. Методы первого типа представлены 

в [12-17], базис плоских волн (PW) использует-

ся в [18-27], линеаризованных присоединенных 

плоских волн (LAPW) в [28-31], линейных muf-

fin-tin орбиталей (LMTO) в [32]. Как показыва-

ет анализ приведенных публикаций, задача ре-

ализации расчетов с точным обменом продол-

жает оставаться достаточно актуальной, что 

определяет цель настоящей работы, состоящую 

в разработке метода решения уравнений Харт-

ри-Фока, который объединяет преимущества 

базиса локализованных функций в форме псев-

до-атомных орбиталей (PAO) и  стандартного 

для периодических систем базиса плоских 

волн. 

Методы: решение уравнений Хартри-Фока с 

базисом PAO. 

Уравнения Хартри-Фока для периодиче-

ских систем имеют вид  
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где )(rkn – одночастичные функции, kn – но-

мер зоны и волновой вектор,  ];[ rHV – -

кулоновский потенциал, создаваемый зарядом с 

плотностью )(r , ZV – кулоновский потенциал 

ядер или, в случае метода псевдопотенциала, 

ионов,   – объем кристалла, knf – числа за-

полнения, суммирование  в (4) выполняется по 

первой зоне Бриллюэна, а (5) определяет дей-

ствие обменного оператора. 

Решение уравнений HF (2)–(5) в методе линей-

ной комбинации атомных орбиталей (LCAO) 

записывается в виде 

).()( rr kkk 
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  nn C                  (6) 

Базисные блоховские функции в (6) определе-

ны как 
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где a – вектор решетки, iτ – положение атома i 

в элементарной ячейке кристалла,  )(rilm – 

атомные орбитали, которые в настоящей работе 

имеют вид PAO [33-36],  )(ilm  –  объеди-

ненный индекс, lm – орбитальное и магнитное 

квантовые числа. Представление (6) для одно-

частичных функций приводит к обобщенной 

алгебраической задаче, для которой предвари-

тельным этапом является вычисление много-

центровых интегралов с атомными функциями 

и для кристаллов, как показано в [37, 38], очень 

эффективным является использование свойства 

периодичности функций k , что позволяет 

представить их как Фурье-разложение по бази-

су плоских волн  
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Фурье-образы вычисляются достаточно легко, а 

вычисление матричных элементов в уравнении 

(1) сводится к суммированию рядов в обратном 

пространстве [37, 38], сходимость которых 

контролируется только одним параметром – 

числом плоских волн в разложении (8). Приме-

нение такой схемы к обменному оператору 

приводит к следующему выражению для соот-

ветствующего матричного элемента 

 
G

kkkk GkGk  xx VV ˆˆ  (10) 

и, таким образом, требует вычисления матрицы 

xV̂  в смешанном базисе атомных орбиталей и 

плоских волн, что в работах, приведенных вы-

ше не рассматривалось, так как вычисления 

обычно выполнялись в "однородном" базисе. 

Для вычисления смешанного матричного 

элемента в (10) рассмотрим действие обменно-

го оператора на базисную функцию 
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Записывая парные функции как 
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)(rqmu – периодическая часть qm , определен-

ная как 

,)()( 
G
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qq Gr
i

mm euu              (14) 

а 0 – объем элементарной ячейки, соответ-

ственно, получим 

 















G

rGkkq

q
qqk

Gqk

G

rr

)(

2

0

||

)(

)(
12

)(ˆ

im

m
mmx

e
Y

ufV







     (15) 

Прямое использование формулы (15), будет 

очень неэффективным, так как при qk  и 

0G это выражение содержит особенность, 

которая, хотя и является интегрируемой, но 

сильно замедляет сходимость сумм по q . Ме-

тод исключения указанной особенности, кото-

рый первоначально предложен в [39] и обоб-

щен для произвольного типа решетки в [40], 

основан на использовании вспомогательной 
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функции, имеющей особенность, аналогичную 

(15). Тогда, отделяя в (15) сингулярное слагае-

мое аналогично [40], после несложных преоб-

разований получим для (15) эквивалентное вы-

ражение 
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где обозначено  
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В (17)-(18) )(qf – вспомогательная функция, 

имеющая при 0q особенность типа 
2/1 q . В 

настоящей работе для )(qf далее использова-

лась форма, предложенная в [40] 
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где ja , jb  – основные векторы трансляций в 

координатном и обратном пространстве,  сум-

мирование выполняется с учетом замены  

1144 ,, baba  , а интеграл по зоне Бриллюэна 

(18) вычислялся с использованием схемы, 

предложенной в [41]. Выражение (16) можно 

представить в более компактном виде, обозна-

чая 

  kqG0kk

kqG0
kk

kq

kq

kq

0

G

G

Gqk

G
G














FFY

Y

Y
Y

m

m

m
m










~
)(

)1(
||

)(

)1(
||

)(
)(

2

2

       (20) 

Тогда  
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и смешанный матричный элемент в (10) окон-

чательно запишется как 
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С использованием полученных формул, а также 

обозначений для прямого и обратного Фурье-

преобразования аналогично [27], общую схему 

вычислений матрицы обменного потенциала 

можно записать в следующем виде: 

1. Вычисление )(rqmu и )(rk  

)],([FT)( 1
Gr qq mm uu              (24) 
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          (25) 

2. Вычисление парной функции (12) 
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4. Вычисление kGk  xV̂  (23) 
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2ˆ

0





q

kqqqk rrGk
m

mmmx YufV 

 (28) 

Таким образом, например в случае диэлек-

триков, для определения матрицы обменного 

потенциала необходимо выполнить 

NNNocc q5 Фурье-преобразований, где occN , 

qN и N соответственно число занятых состо-

яний, число точек q -сетки в зоне Бриллюэна и 

размерность орбитального базиса. 

В заключение настоящего раздела следует 

отметить некоторые особенности организации 

самосогласованного решения уравнений HF (2), 

а также последующего расчета зонной структу-

ры. Первая задача, как и в других подобных ра-

ботах, решалась с использованием двойного 

итерационного цикла, где вклады обменного 

потенциала обновляются во внешнем цикле, а 

одночастичные функции и электронная плот-

ность во внутреннем. Расчет зонной структуры 

в методе HF также отличается по способу от 

аналогичного расчета в рамках DFT, где стан-

дартной схемой являются вычисления с фикси-

рованной электронной плотностью, когда од-

ночастичные уравнения рассматриваются как 

линейные, а способ их решения для точек зоны 

Бриллюэна, которые, как правило, не входят в 

"самосогласованный" набор, фактически пред-

ставляет собой интерполяционную схему. 
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Уравнения HF и для задачи расчета зонной 

структуры остаются нелинейными, интегро-

дифференциальными, поэтому в этом случае 

также необходимо применение итерационных 

методов и в настоящей работе использовалась 

схема с линейным смешиванием, представлен-

ная ранее в [28], при этом для получения реше-

ния с точностью для  knE  порядка 10-810-9 а.е. 

требовалось порядка 10-15 итераций. 

 

Рис.1. Зонная структура C, Si, Ge, α-Sn, эВ 

Fig.1. Band structure of C, Si, Ge, α-Sn, eV

3. Результаты вычислений. 

Для проверки схемы решения уравнений 

HF, представленной выше, были выполнены 

расчеты электронной структуры для ряда со-

единений AIV,  A= C, Si, Ge, α-Sn, со структу-

рой алмаза. Вычисления проводились с базисом 

PAO, во всех случаях включающим single-  и 

double- функции s-, p- и d- типа, в разложени-

ях базисных PAO, согласно (8) использовались 

плоские волны с энергиями от 20.25 до 121.0 

Ry. Для описания электрон-ионного взаимо-

действия использовались сохраняющие норму, 

сепарабельные HGH-псевдопотенциалы [42]. 

Электронная плотность и обменный потенциал 

вычислялись с использованием метода специ-

альных точек [43, 44], на сетке MP [44] размер-

ностью 666 точек, которая вместе с компен-

сацией особенностей обеспечивает сходимость 

обменной энергии порядка 10-4 a.e., [41]. Для 

расчета сингулярных интегралов (18) использо-

валась схема [41] с равномерной и сферической 

сетками размерности 404040 и 404080 со-

ответственно. 
Зонная структура AIV показана на рис.1, где 

вершина валентной зоны совмещена с началом 
отсчета по шкале энергий (эВ), а цифрами обо-
значены символы неприводимых представле-

ний группы 
7

hO . Во всех случаях наблюдаются 

основные эффекты, характерные для расчетов 
методом HF: заметное, в сравнении с результа-

тами LDA и экспериментом, уширение валент-
ной зоны, а также сильное увеличение ширины 
запрещенной зоны Eg, которое, увеличиваясь по 
ряду C, Si, Ge,  достигает порядка 8.5 раз по от-
ношению к соответствующим эксперименталь-
ным значениям. Для α-Sn происходит и каче-
ственное изменение характера электронной 
структуры, которая приобретает вид, соответ-
ствующий прямозонному диэлектрику с шири-
ной запрещенной зоны порядка 4.25 эВ, хотя α-
Sn является полуметаллом. В то же время, 
сравнение значений для основных энергетиче-
ских интервалов, приведенных в Таблице 1, по-
казывает достаточное хорошее согласие ре-
зультатов, полученных в настоящей работе и 
работах других авторов. При этом наиболее 
близкими являются результаты полноэлектрон-
ного расчета методом LAPW [28], а для метода 
LMTO [32] значения всех интервалов оказыва-
ются несколько меньше, за исключением ши-
рины валентной зоны, где наблюдается обрат-
ное. Данная особенность отмечалась в [28], где 
такой эффект объясняли использованием при-
ближения атомных сфер и  не самосогласован-
ным способом вычислений, который, что мож-
но отметить в дополнение к аргументам [28], 
основан не на прямом решении уравнений HF, 
а на применении теории возмущений, где в ка-
честве исходного приближения использовались 
результаты расчетов в локальном приближе-
нии. 
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Рис.2. Полная валентная (слева) и разностная ( = HF-LDA, справа) плотность  в С и Si в плоскости 

[110] (сплошные линии –  > 0, пунктирные –  < 0) 

Fig.2. Total valence (left) and difference ( = HF-LDA, right) density in С and Si in the [110 ] plane  (solid 

lines –  > 0, dotted –  < 0) 

Таблица 1. Основные энергетические параметры электронной структуры AIV, эВ. Значения в столбцах 

перечислены в порядке: настоящая работа, LAPW [28], LMTO [32], PP [28]. 

Table 1. The basis energetic parameters for electronic structure of AIV, eV. The values in the columns are pre-
sented in the order :  present work, LAPW [28], LMTO [32], PP [28] 

 C Si Ge α-Sn 

v

25'

v

1 ГГ   28.29 

29.40 

29.90 

29.10 

16.68 

17.10 

18.00 

17.10 

17.77 

– 

18.90 

15.10 

– 

16.00 

c

15

v

25' ГГ   14.80 

14.70 

14.60 

15.00 

9.10 

9.00 

8.70 

9.30 

8.51 

– 

7.90 

– 

7.41 

– 

6.60 

– 

c

2

v

25' ГГ   27.78 

24.50 

23.70 

24.80 

10.78 

10.60 

  9.30 

11.00 

6.26 

– 

4.30 

– 

4.25 

– 

2.60 

– 

c

1

v

4 XX   21.96 

21.50 

21.30 

21.30 

10.60 

10.50 

10.00 

10.70 

10.29 

– 

10.19 

– 

8.85 

– 

8.10 

– 

c

1

v

3' LL   23.17 

22.00 

21.30 

21.80 

9.45 

9.40 

8.10 

9.60 

7.51 

– 

6.08 

– 

6.22 

– 

4.60 

– 

gE  

 

Эксп. [32] 

12.92 

12.40 

12.10 

12.90 

  5.50 

6.55 

6.30 

5.60 

6.40 

1.20 

5.97 

– 

4.20 

– 

0.7 

4.25 

– 

2.60 

– 

0.0 
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На рис.2 для кристаллов алмаза и кремния 

приведены карты распределений полной ва-

лентной, а также разностной  = HF-LDA 

электронной плотности. Как видно, в первом 

случае картина визуально неотличима от "стан-

дартной", которая получается, например, в 

LDA расчетах и содержит области значитель-

ной локализации заряда в окрестности атомов и 

на линиях тетраэдрических связей. В то же 

время, усиление локализующего действия об-

менного потенциала HF в сравнении с его ло-

кальным вариантом (LDA), приводит к увели-

чению плотности заряда на линиях связи и по-

явлению областей отрицательной , имеющих 

форму лепестков. При этом общая картина раз-

ностной плотности (рис.2), включая и мелкие 

детали, подобна приведенной в [28] для полно-

электронного метода LAPW, а по абсолютной 

величине эффект перераспределения заряда 

также является сравнительно небольшим, на 

что указывают значения , которые в макси-

муме составляют в Si и C порядка 0.0080.01 

а.е.-3, подтверждая известный вывод о близком 

подобии одночастичных функций в методах HF 

и DFT. 

Заключение.  

1. В настоящей работе представлена и 

реализована схема расчета электронной струк-

туры кристаллов методом Хартри-Фока с ис-

пользованием базиса локализованных, псевдо-

атомных функций. Как показали расчеты, вы-

полненные для группы соединений AIV, вклю-

чая C, Si, Ge и α-Sn, значения основных энерге-

тических характеристик, общая форма и детали 

распределений плотности заряда находятся в 

очень хорошем согласии с аналогичными, но 

полученными, в том числе, с помощью полно-

электронных методов. 
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