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Аннотация. Интерес к нелинейным колебаниям решетки вызван, с одной стороны, наличием в природе 

и технике периодических в пространстве дискретных систем, а с другой стороны тем, что во многих обла-

стях применения они могут подвергаться высокоамплитудным воздействиям, когда начинает проявляться 

нелинейная природа связей между частицами. Важным эффектом нелинейности в дискретных периодиче-

ских структурах является возможность существования пространственно локализованных колебаний боль-

шой амплитуды, которые получили название "дискретные бризеры" (ДБ) (или внутренние локализованные 

моды). Колебания, локализованные на дефектах, могут быть реализованы и в случае линейных взаимодей-

ствий, однако ДБ существуют в бездефектных решетках, но только за счет их нелинейности. В работе пред-

ставлено компьютерное моделирование столкновения движущихся ДБ, которые испускаются от двух пар 

колеблющихся атомов, находящихся в плотноупакованных рядах в квадратной решетке с потенциалом -

ФПУЦ (Ферми-Паста-Улама-Цингу). Две пары вынужденно колеблющихся атомов могут находиться в од-

ном плотноупакованном ряду или со сдвигом на несколько рядов. В первом случае наблюдаются лобовые 

столкновения ДБ, в других случаях ДБ взаимодействуют, двигаясь в параллельных плотноупакованных ря-

дах. Описаны основные сценарии сталкивающихся движущихся ДБ в такой решетке, а также проведен рас-

чёт максимальной энергии решетки в момент столкновения ДБ. При проведении вышеописанных расчетов 

удалось показать, что взаимодействующие ДБ повышают максимальную энергию атомов в системе в зоне 

их столкновения. Повышенная энергия атомов, наблюдаемая при столкновении ДБ, может облегчать пре-

одоление потенциальных барьеров, связанных со структурными перестройками.  

Ключевые слова: дискретные бризеры, квадратная решетка, сценарии столкновения, максимальная 

энергия решетки, колеблющаяся пара атомов, потенциал Ферми-Паста-Улама-Цингу 
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Abstract. Interest in nonlinear lattice vibrations is driven, on the one hand, by the existence of spatially period-

ic discrete systems in nature and technology, and on the other hand, by the fact that in many applications they can be 

subjected to high-amplitude impacts, which reveal the nonlinear nature of interparticle couplings. An important ef-

fect of nonlinearity in discrete periodic structures is the possibility of the existence of spatially localized oscillations 

of large amplitude, which are called "discrete breathers" (DBs) (or intrinsic localized modes). Oscillations localized 

at defects can also be realized in the case of linear interactions, but DBs exist in defect-free lattices, but only due to 

their nonlinearity. This paper presents a computer simulation of the collision of moving DBs emitted by two pairs of 

oscillating atoms located in the close-packed rows in a square lattice with a Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPU) po-

tential. Two pairs of forced oscillating atoms can be located in the same close-packed row or shifted by several 

rows. In the first case, head-on collisions of discrete breathers are observed; in other cases, discrete breathers inter-

act while moving in parallel close-packed rows. The main scenarios for colliding moving discrete breathers in such a 

lattice are described, and the maximum lattice energy at the moment of discrete breather collision is calculated. The 

calculations described above demonstrated that interacting discrete breathers increase the maximum energy of atoms 

in the system in the collision zone. The increased atomic energy observed during discrete breather collisions can fa-

cilitate overcoming potential barriers associated with structural rearrangements. 

Keywords: discrete breathers, square lattice, collision scenarios, maximum lattice energy, vibrating pair of at-

oms, Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou potential 

Acknowledgements: The work of S.V. Dmitriev was carried out within the framework of the State assignment 

of the Institute of Mathematics with the Computing Center of the Ufa Federal Research Center of RAS. 

_____________________________________________________________________________________________ 

For citation: Naumova D.M., Naumov E.K., Kholmurodov D.S., Dmitriev S.V. (2026). On energy localization in 

the β-FPUT square lattice during collisions of moving discrete breathers.. Fundamental’nye problemy 

sovremennogo materialovedenia (Basic Problems of Material Science (BPMS)), 23(1), 96-105. (In Russ.). 

doi: 10.25712/ASTU.1811-1416.2026.01.011. 

_____________________________________________________________________________________________ 

 

Введение 

Интерес к нелинейным колебаниям решет-

ки возрос в последние десятилетия после от-

крытия возможности существования локализо-

ванных в пространстве колебаний большой ам-

плитуды, называемых дискретными бризерами 

(ДБ) [1–6]. Для существования ДБ необходимы 

два условия - дискретность и нелинейность 

среды. Дискретность обеспечивает ограничен-

ность спектра малоамплитудных колебаний 

решетки, а нелинейность даёт возможность ча-

стоте колебаний ДБ выйти из этого спектра. 

Колеблясь на частоте вне спектра малоампли-

тудных колебаний, ДБ не затрачивает свою 

энергию на их возбуждение и, теоретически, в 

отсутствии возмущений, может существовать 

вечно. 

На ДБ может быть локализована энергия 

порядка нескольких эВ [7], кроме того, пере-

мещаясь по кристаллической решетке, ДБ спо-

собны транспортировать её [8–20]. Эта локали-

зованная энергия может привести к модифика-

ции дефектов [21], помочь в преодолении поро-

га миграции дефектов [22, 23] или понизить по-

тенциальный барьер испарения атома с поверх-

ности кристалла [24]. ДБ способны аккумули-

ровать и переносить электрический заряд, что 

объясняет появление электрического тока в 

кристаллах, не имеющих свободных зарядов 
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[25–28]. Важно, что названные выше эффекты 

нелинейности являются общими и проявляются 

в нелинейных решетках любой размерности, 

хотя имеются определённые аспекты, связан-

ные с размерностью решетки. Это говорит о 

возможности изучения многих эффектов нели-

нейности на примере относительно простых 

решеток, где физическая суть явления проявля-

ется наиболее ярко. 

Большую роль в физике конденсированно-

го состояния и в физике нелинейных явлений 

сыграли двумерные решетки. Квадратная ре-

шетка использовалась для изучения ферромаг-

нетизма [29], при изучении нелинейных воз-

буждений в кристалле слюды [30], нелинейной 

локализации энергии в фотонных кристаллах 

[31].  

Данная работа является продолжением ра-

боты [32] и методика моделирования процессов 

полностью совпадает с представленной в этой 

работе. 

Отметим работы [33–36], где методом мо-

лекулярной динамики и теоретико-группового 

анализа изучаются условия существования раз-

личных типов дискретных бризеров в 

ОЦК-решётке дальнодействующими межча-

стичными взаимодействиями и обсуждается 

вопрос выбора потенциала, что концептуально 

близко к рассматриваемой в работе проблеме 

локализации энергии в дискретных нелинейных 

решётках. 

Цель и задачи работы 

Цель проведенной работы заключается в 

изучении сталкивающихся движущихся ДБ в 

квадратной решетке с дальнодействующим по-

тенциалом -ФПУЦ.  

Задачами же такого исследования являют-

ся: 

1. Описание различных сценариев столк-

новения движущихся ДБ. В ходе проведенного 

исследования рассматривались различные сце-

нарии столкновения движущихся ДБ, испуска-

емых от двух разных пар колеблющихся ато-

мов, находящихся в одном плотноупакованном 

ряду решетки на некотором расстоянии друг от 

друга, а также со смещением колеблющихся 

пар в соседние атомные ряды.  

Расчёт максимальной энергии решетки в 

момент столкновения ДБ, испускаемых двумя 

парами колеблющихся атомов, находящихся в 

одном плотноупакованном ряду решетки на не-

котором расстоянии друг от друга. 

 

Рис. 1. Сценарий столкновения движущихся ДБ, в 

котором колеблющиеся пары атомов находятся в 

одном плотноупакованном ряду решетки на  

расстоянии 30 межатомных расстояний друг от  

друга. 

Fig. 1. Scenario of a collision of moving DBs, in which 
the vibrating pairs of atoms are located in one  

close-packed row of the lattice at a distance of 30  
interatomic distances from each other. 

Основные сценарии сталкивающихся 

движущихся ДБ в квадратной решетке с 

дальнодействующим потенциалом -ФПУЦ 

На Рис. 1 представлен сценарий, в котором 

колеблющиеся пары атомов находятся в одном 

плотноупакованном ряде решетки на расстоя-

нии 30 межатомных расстояний друг от друга. 

Движущиеся ДБ, испускаемые от колеблющих-

ся пар, следуют навстречу друг к другу, что 

приводит к их столкновению. Параметры вы-

нужденных колебаний соответствуют следую-

щим значениям: амплитуда A=0,07, частота 

=1,006 max, начальный момент времени t0=0, 

шаг по времени Δt=50. Атомы, совершающие 

вынужденные колебания, показаны черным, 

остальные атомы – градацией цвета от белого 

(нулевая полная энергия атома) до красного 

(максимальная по всем атомам энергия). 

Тогда для представленного Рис. 1 верно, 

что движущиеся ДБ начинают испускаться при 

моменте времени t3=150, позже столкнувшись 

при t3=200 их энергии сливаются посередине 

между парами вынужденно колеблющихся 

атомов. Интерес вызывает так же тот факт, что 

энергии, сливавшиеся посередине между пара-
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ми вынужденно колеблющихся атомов так или 

иначе взаимодействуют до конца проведенного 

нами исследования. Так же примечателен тот 

факт, что в момент времени равный t6=300, под 

действием поля энергии другой колеблющейся 

пары на каждой из рассматриваемых нами ко-

леблющихся пар происходит эффект испуска-

ния ДБ новой симметрии, которые раньше не 

наблюдались при рассмотрении подобных мо-

делей, а именно - горизонтальных ДБ. 

На Рис. 2 представлен сценарий столкно-

вения движущихся ДБ, в котором колеблющие-

ся пары атомов, расположены со смещением на 

один горизонтальный ряд решетки и на рассто-

янии 30 межатомных расстояний друг от друга. 

Параметры вынужденных колебаний соответ-

ствуют приведенным к Рис. 1, за исключением 

шага по времени, который равен Δt=60. 
Из Рис. 2 видно, что движущиеся ДБ начи-

нают излучаться в момент времени t2=120, а за-
тем, столкнувшись при t3=180, формируют ло-
кализованную область повышенной энергии в 
середине между парами вынужденно колеблю-
щихся атомов. После столкновения наблюдает-
ся длительное взаимодействие слитых ДБ с по-
вышенной энергией, сохраняющееся вплоть до 
завершения расчёта. Особый интерес представ-
ляет момент времени t4=240, когда под дей-
ствием энергетического поля, создаваемого ДБ, 
излучёнными другой вынужденно колеблю-
щейся парой, происходит генерация ранее не 
наблюдавшихcя в данной модели диагональных 
ДБ, отличающихся иной симметрией. 

 

Рис. 2. Сценарий столкновения движущихся ДБ, в 

котором колеблющиеся пары атомов расположены 

со смещением на один горизонтальный ряд решетки 

и на расстоянии 30 межатомных расстояний друг от 

друга. 

Fig. 2. A collision scenario of moving DBs in which the 
vibrating pairs of atoms are located with a shift of one 

horizontal row of the lattice and at a distance of 30  
interatomic distances from each other. 

 

Рис. 3. Сценарий столкновения движущихся ДБ, в 

котором колеблющиеся пары атомов, расположены 

со смещением на два горизонтальный ряд решетки и 

на расстоянии 30 межатомных расстояний друг от 

друга 

Fig. 3. A collision scenario of moving databases is  
considered, in which vibrating pairs of atoms are  

located with a shift of two horizontal rows of the lattice 
and at a distance of 30 interatomic distances from each 

other. 

На Рис. 3 представлен сценарий столкно-

вения движущихся ДБ, в котором колеблющие-

ся пары атомов, расположены со смещением на 

один горизонтальный ряд решетки и на рассто-

янии 30 межатомных расстояний друг от друга. 

Параметры вынужденных колебаний соответ-

ствуют приведенным к Рис. 1, за исключением 

шага по времени, который равен Δt=60. 

Тогда для представленного Рис. 3 верно, 

что движущиеся ДБ начинают испускаться при 

моменте времени t2=120, позже столкнувшись 

при t3=180 их энергии сливаются посередине 

между парами вынужденно колеблющихся 

атомов. Как и ранее заметно, что энергии, сли-

вавшиеся посередине между парами вынуж-

денно колеблющихся атомов так или иначе 

взаимодействуют до конца проведенного нами 

исследования. Так же примечателен тот факт, 

что в момент времени равный t4=240 под дей-

ствием поля энергии другой колеблющейся па-

ры на каждой из рассматриваемых нами колеб-

лющихся пар происходит эффект испускания 

ДБ направленных горизонтально, но в отличии 

от Рис. 1 лишь в одном направлении. 
В сценариях столкновения, когда движу-

щиеся ДБ испускаются от пары атомов распо-
ложенных со смещением на три и больше гори-
зонтальных рядов решетки и на расстоянии 30 
межатомных расстояний друг от друга наблю-
дается следующее. ДБ проходят друг рядом с 
другом, не взаимодействуя между собой, одна-
ко под действием поля энергии другой колеб-
лющейся пары на каждой из рассматриваемых 
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нами колеблющихся пар теряется симметрия 
испускания движущихся ДБ. Результатом поте-
ри симметрии становится испускание хаотич-
ных движущихся ДБ. Для большего понимания 
картины, описанного нами взаимодействия 
представим сценарий столкновения, движу-
щихся ДБ испускающихся от пары атомов, рас-
положенных со смещением на тридцать гори-
зонтальных рядов решетки и на расстоянии 30 
межатомных расстояний друг от друга. Такой 
сценарий представлен на Рис. 4. 

 

Рис. 4. Сценарий столкновения движущихся ДБ, в 

котором колеблющиеся пары атомов, расположены 

со смещением на два горизонтальный ряд решетки и 

на расстоянии 30 межатомных расстояний друг от 

друга. 

Fig. 4. A collision scenario of moving DBs in which  
oscillating pairs of atoms are displaced by thirty hori-

zontal rows of the lattice and are 30 interatomic  
distances apart. 

Тогда для представленного на Рис. 4 слу-

чая верно, что движущиеся ДБ начинают ис-

пускаться в момент времени t2=120, а позже, 

при t3=180, испущенные ДБ проходят парал-

лельно друг другу не взаимодействуя. При 

t4=240 наблюдается эффект, в котором на каж-

дую рассматриваемую колеблющуюся пару 

начинает оказывать действие излучение мало-

амплитудных волн от другой колеблющейся 

пары. Результатом такого влияния становится 

окончательная потеря симметрии испускаю-

щихся ДБ при t7=420, как относительно самой 

пары колеблющихся атомов, так и относитель-

но двух пар, задействованных в исследовании. 

 

 

Расчёт максимальной энергии атомов ре-

шетки в момент столкновения ДБ 

Изучим эволюцию максимальной по всем 
атомам энергии emax для случая, когда две пары 
атомов, совершающих вынужденные колеба-
ния, находятся в одном атомном ряду на рас-
стоянии 20 межатомных расстояний друг от 
друга. Выберем следующие параметры вынуж-
денных колебаний: амплитуда A=0,09 и частота 

=1,017max. На Рис. 5 показана зависимость 
emax от времени t. На Рис. 6 показан транспорт 
энергии от атомов, совершающих вынужден-
ные колебания, в решетку. Атомы, совершаю-
щие вынужденные колебания, показаны чер-
ным, остальные атомы – градацией цвета от бе-
лого (нулевая полная энергия атома) до красно-
го (максимальная по всем атомам энергия). 
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Рис. 5. Зависимость максимальной по всем атомам 

энергии emax от времени. 

Fig. 5. Dependence of the maximum over all atoms  
energy emax on time. 

Как видно из Рис. 5, emax сначала растет, а 
затем начинает осциллировать на уровне энер-
гии примерно равной 0,5, и осцилляции на этом 
уровне продолжаются примерно до t=125. Да-
лее опять наблюдается рост максимальной 
энергии атомов и выход на новый уровень мак-
симальной энергии, равной примерно 0,75. 
Начиная с t =250, максимальная энергия в си-
стеме начинает падать. 
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Рис. 6. Транспорт энергии в решетке от двух пар 

атомов, совершающих вынужденные колебания по 

гармоническому закону с амплитудой A=0,09 и  

частотой =1,017max. Атомы, совершающие  

вынужденные колебания, показаны черным,  

остальные атомы – градацией цвета от белого  

(нулевая полная энергия) до красного  

(максимальная по всем атомам энергия). 

Fig. 6. Energy transport in the lattice from two pairs of 
atoms undergoing forced oscillations according to a 

harmonic law with an amplitude of A=0.09 and a  

frequency of =1.017max. The atoms undergoing 
forced oscillations are shown in black, while the  

remaining atoms are colored from white (zero total  
energy) to red (maximum energy among all atoms). 

Как видно из Рис. 6, emax сначала растет, а 

затем начинает осциллировать на уровне энер-

гии примерно равной 0,5, и осцилляции на этом 

уровне продолжаются примерно до t=125. Да-

лее опять наблюдается рост максимальной 

энергии атомов и выход на новый уровень мак-

симальной энергии, равной примерно 0,75. 

Начиная с t =250, максимальная энергия в си-

стеме начинает падать. Такое изменение мак-

симальной энергии во времени можно объяс-

нить глядя на Рис. 6. Уровень энергии emax = 0,5 

соответствует ситуации, когда в системе дви-

жутся невзаимодействующие ДБ. Первая пара 

ДБ образуется при t =80, они разбегаются влево 

и вправо от пар атомов, совершающих вынуж-

денные колебания. Вторая пара ДБ образуется 

при t =100, причем, эти ДБ движутся навстречу 

друг другу между парами вынужденно колеб-

лющихся атомов. Эти атомы встречаются при-

мерно при t =140, когда на Рис. 6 отмечается 

рост максимальной энергии. Далее происходит 

испускание ДБ как в стороны от вынужденно 

колеблющихся атомов, так и в пространство 

между ними. Все большее число ДБ начинает 

сливаться посередине между парами вынуж-

денно колеблющихся атомов, что приводит к 

выходу максимальной энергии на уровень 0,75. 

При t >250 испускание энергии от вынужденно 

движущихся атомов теряет симметрию и ДБ 

начинают рассеивать свою энергию, что приво-

дит к понижению emax. Таким образом, можно 

сделать вывод, что взаимодействующие ДБ по-

вышают максимальную энергию атомов в си-

стеме.  

Заключение 

В соответствии с целью работы проведено 

изучение сталкивающихся движущихся ДБ в 

квадратной решетке с дальнодействующим по-

тенциалом -ФПУЦ. Результаты исследования 

приведены ниже: 

1. Описаны основные сценарии столкно-

вения движущихся ДБ. Исходя из анализа та-

ких сценариев можно заключить, что результа-

том столкновения движущихся ДБ является об-

разование ДБ новых симметрий ранее не 

наблюдавшихся в рассмотренной модели. Так 

же необходимо отметить влияние малоампли-

тудных волн, исходящих от колеблющейся па-

ры, которые со временем начинают оказывать 

действие на другие колеблющиеся пары. Ре-

зультатом такого влияния является потеря 

симметрии испускающихся ДБ, как относи-

тельно самой пары колеблющихся атомов, так и 

относительно других пар. 

Проведен расчёт максимальной энергии 
решетки в момент столкновения ДБ, испускае-
мых двумя парами колеблющихся атомов, 
находящихся в одном плотноупакованном ряду 
решетки на расстоянии 20 межатомных рассто-
яний друг от друга. При проведении такого 
расчета удалось показать, что взаимодейству-
ющие ДБ повышают максимальную энергию 
атомов в системе в зоне их столкновения. 
Напомним, что расчет проведен на базе модели 

с дальнодействующим потенциалом -ФПУЦ. 
Таким образом, исходя из представленных 
нами сценариев столкновения движущихся ДБ 
и на основе утверждения о том, что ДБ повы-
шают максимальную энергию атомов в системе 
в зоне их столкновения, заключаем, что в даль-
нейших работах необходимо провести рассмот-
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рение сценариев столкновения движущихся ДБ 
от пары колеблющихся атомов на базе модели с 
дальнодействующим потенциалом Морзе. Ре-
зультатом столкновения ДБ в решетке Морзе 
может стать появление дефектов решетки, 
например, пар Френкеля – вакансия-
междоузлие. 
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