
Ползуновский вестник. 2023. № 1. С. 185‒190.      
Polzunovskiy vеstnik. 2023;1: 185‒190. 

_______________ 
© Авраменко В. В., Мошинский А. И., Рубцова Л. Н., Цыганкова Л. А., 2023 
 

POLZUNOVSKIY VESTNIK № 1 2023    185 

Научная статья 
2.6.13. Процессы и аппараты химических технологий (технические науки) 
УДК 539.217 2:66.084 

doi: 10.25712/ASTU.2072-8921.2023.01.023       EDN: HQPCSE 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ВЫДЕЛЕНИЯ ЦЕЛЕВОГО 
КОМПОНЕНТА ИЗ ПОРИСТЫХ ЧАСТИЦ ПУТЕМ ИХ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ С ПУЗЫРЬКАМИ ГАЗА 
 

Валерия Витальевна Авраменко 1, Александр Иванович Мошинский 2,  
Лариса Николаевна Рубцова 3, Лада Александровна Цыганкова 4 

 

1, 2, 3, 4 Санкт-Петербургский государственный химико-фармацевтический университет,  
Санкт-Петербург, Россия 
1 valeriya.avramenko@spcpu.ru 
2 alexander.moshinsky@pharminnotech.com, https://orcid.org/0000-0001-7135-0823 
3 larisa.rubtsova@pharminnotech.com, https://orcid.org/0000-0003-1687-1890 
4 lada.cygankova@spcpu.ru 

 

Аннотация. Предложена математическая модель извлечения целевого компонента из 
пористой частицы при помощи интенсивных ударов по частице пузырьками газа. Предпола-
гается дискретное описание процесса, связанное с количеством ударов пузырьков по части-
це. Получены уравнения, связывающие концентрации экстрагента в частице и межчастич-
ном пространстве после двух последовательных ударов по частице. Для решения сформу-
лированной задачи привлекаются методы линейной алгебры. Точнее находятся собствен-
ные числа переходной матрицы и осуществляется построение диагональной матрицы. Это 
позволило вычислить предельное состояние системы при очень большом количестве ударов 
пузырьков о частицу. Среднее значение концентрации целевого компонента определяется 
при помощи распределения Пуассона. Осуществлен переход к непрерывной по времени моде-
ли и получено ее решение. Два подхода, дискретный и непрерывный, приводят к согласован-
ным результатам. 
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Abstract. A mathematical model is proposed for extracting the target component from a porous 
particle by means of intense impacts on the particle with gas bubbles. A discrete description of the process 
is assumed, related to the number of bubble impacts on the particle. 

Equations are obtained that relate the concentrations of the extractant in the particle and the interpar-
ticle space after two successive impacts on the particle. To solve the formulated problem, linear algebra 
methods are used. More precisely, the eigenvalues of the transition matrix are found, and the diagonal 
matrix is constructed. This made it possible to calculate the limiting state of the system for a very large 
number of bubble impacts on the particle. The average value of the concentration of the target component 
is determined using the Poisson distribution. A transition to a time-continuous model is made and its solu-
tion is obtained. The two approaches, discrete and continuous, lead to consistent results. 

Keywords: target component, extraction, porous particle, interaction. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В рассматриваемой дисперсной системе 

средний размер пузырька  существенно 
меньше размера (радиуса) пористой частицы 
R, содержащей целевой компонент, т. е. R >> 

. Считая динамические процессы внутри 
пузырька слабоинтенсивными, можем пола-
гать избыток давления газа в пузырьке, равным 

, где   коэффициент поверхностного 
натяжения. В таком случае при соприкоснове-
нии частицы с пузырьком и разрушением части 
поверхностного слоя (газ-жидкость) пузырька, 
на небольшом участке границы между части-
цей и пузырьком возникнет относительно 
большое избыточное давление (своеобразный 
взрыв), которое выдавливает из частицы це-
левой компонент. 

Учитывая принятые допущения и слож-
ность детального анализа стадии схлопыва-
ния пузырька, точнее ее влияния на массо-
обмен частицы и пузырька, были рассмотре-
ны определенные фильтрационные задачи 
[9], относящиеся к проблеме извлечения экс-
трагента из частицы и содержащие дополни-
тельные упрощения. 

Существует несколько математических 
моделей для описания процесса экстрагиро-
вания [1‒3]. Достаточно распространены мо-

дели, опирающиеся на описание процесса 
двумя взаимопроникающими (взаимодей-
ствующими) континуумами [3‒9 и др.]. Менее 
известны дискретные модели экстрагирова-
ния [3,10‒13], имеющие экспериментальное 
обоснование [3, 10, 14]. Рассматривают также 
модели с извлечением целевого вещества из 
поры (набора пор) [15, 16]. Здесь предлагает-
ся дискретная модель, для анализа которой 
используется метод теории вероятности 
[17‒19]. 

 

ЭВОЛЮЦИЯ КОНЦЕНТРАЦИИ  
В ЧАСТИЦЕ И ОКРУЖАЮЩЕМ 

ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Будем полагать, что за время между 
ударами пузырьков о частицу концентрация 
экстрагента успевает выровняться как внутри 
частицы, так и в межчастичном пространстве. 
Выделим три объема (площади) в простран-
стве аппарата (рис. 1.). Частица состоит из 
двух областей с объемами V1 (объем про-
никшей после взаимодействия с пузырьком 
межчастичной жидкостью) и V2 (объем, в ко-
тором сохраняется экстрагент). Оставшуюся 
часть сферической ячейки составляет меж-
частичное пространство, приходящееся на 
одну частицу. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1 ‒ Схема разбиения пространства, 

связанного с частицей. 
 

Figure 1 - Partitioning scheme of the space as-
sociated with a particle 

 

Таким образом, отношение объема меж-
частичного пространства V3 к объему части-
цы, которое мы считаем постоянным числом 
в течение процесса, определяется формулой 
 = V3/(V1 + V2). Доля объема частицы, свя-

занная с оставшимся в ней экстрагентом, 

равна  = V2/(V1 + V2). В данной работе мы не 
будем касаться вопросов удаления целевого 
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компонента из межчастичного пространства. 
Подразумевается, что этот процесс будет 
организован позднее. Пусть в некоторый мо-
мент до очередного (i + 1-го) взаимодействия 
частицы с пузырьками концентрации экстра-
гента в частице и межчастичном простран-
стве равны соответственно ci и bi. Тогда ма-
териальный баланс по экстрагенту, в силу 
вышесказанного, таков: 

 

 

 

,



i+1 1 2 i 2 i 1

i+1 3 i 3 i i 1

c V + V   cV + bV

b V bV + c – b V ;
 

или 
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



i+1 i i
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c – b 1 –
b =  

(

)(
b +

)

( ) . (1) 

Таким образом, изменение концентрации 
экcтрагента после удара пузырька о частицу 
определяется матрицей B с компонентами 
B11 =  , B12 = 1 –  , B21 = (1 – )/ , B22 = 1 – 

(1 – )/ . Введя вектор-столбец 

 
  
 

i

i

i

c

b
Z , 

формулы (1) можно представить в матричном 
виде 


i+1 i

=Z B Z .   (2) 

Тогда после N взаимодействий частицы с 

пузырьками значение концентраций cN и bN 
определяется выражением 


0

=
N

NZ B Z  ,  (3) 

где Z0 ‒ матрица-столбец начального состоя-

ния. Для вычисления N-ой степени матрицы 
B целесообразно привести ее к диагональной 

форме [20, 21]. 
Собственные значения матрицы B нахо-

дятся из уравнения [20, 21] 

 | |B E  0 ,                 (4) 

где E ‒ единичная матрица. Раскрыв опреде-

литель, получаем для нахождения   квад-

ратное уравнение 

    11 22 12 21)(B B  B B)( ,      (5) 
которое имеет решения 

 
 

    


1 2

)
1; y .       (6) 

Отвечающие им собственные вектора 
можно взять в виде 

   
   
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1 -φ
и

1 1
 

соответственно. Построив из этих столбцов 
матрицу W и обратную ей W-1  

 
 
 

 
  
 
 
   
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1

1+ 1+
= ,

-1 1

1+ 1+

W

W

               (7) 

согласно общей теории [18, 19] матрицу B 
можно представить как произведение матриц 


  

1
B W D W ,                   (8) 

где D диагональная матрица на диагонали 

которой стоят собственные числа  1 и 2 : 

 
 
 

1 0
= .

0 y
D                        (9) 

Теперь выражение (3) можно записать так 

  
0

=
N

NZ W D W Z  ,           (10) 

где 

 
 
 

1 0
= .

0

N

Ny
D                 (11) 

В обычной (не слишком плотной) систе-

ме реализуется неравенство   > 1. Учитывая 

также, что  < 1, убеждаемся в выполнении 
неравенства |y| < 1. В таком случае при до-
статочно большом числе столкновений N , yN 

 0, и матрица  DN  D имеет только один 
ненулевой элемент  D11 = 1. При этом из со-
отношения (10) следует, что происходит пол-
ное выравнивание концентрации экстрагента 
по всему объему системы 

φ
.

φ
 

+
= =

1+
0 0c b

c b            (12) 

В частном случае, когда в начальный 
момент времени целевого компонента не 
было в межчастичном пространстве, то есть 
b0 = 0, формула (12) упрощается. 

Отметим еще один интересный случай  
>> 1, отвечающий малой доле частиц в об-
щем объеме системы. При анализе проще 
опираться на формулы (1), из которых следу-
ет, во-первых, что концентрация  bi не меня-
ется при столкновениях и, во-вторых, для  ci 
получается формула геометрической прогрес-

сии ci+1 = ci , если принять, что в начальный 
момент времени в межчастичном простран-
стве не было экстрагента (b0 = 0, а значит и  bi 
= 0). 

Часто интерес представляет только 
концентрация экстрагента в частице. Если, 
как и выше, считать b0 = 0, то из соотношения 
(10) можно получить 
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 

 φ
φ





-1 -1

11 11 12 21= +

1+ .
1+

N

N 0

N0

c y c

c
y
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    (13) 

Видим, что при принятых условиях формула 

(13) согласуется с (12) при  N   . 
Примечательно наличие у матрицы B 

собственного числа, равного единице. По-
пробуем найти закон сохранения для систе-
мы (2). Из соотношений (1) легко получаем 

  i+1 i+1 i i 0 0c + b = c + b = c + b ,      (14) 

что представляет собой просто закон сохра-
нения массы экстрагента в системе. Это вы-
ражение можно использовать для исключе-
ния одной из переменных в системе (1) и тем 
самым свести дело к одномерным матрицам 
(числам). Имеем, исключая bi+1; 

1 0 0(1 ) /i i     c c b yc .   (15) 

Решение этого разностного уравнения, кото-
рое легко сводится к геометрической про-
грессии, имеет вид 

 
 

 1 1

0 0 N0 0
N

c - bc + b
c = + y .

+ +
    (16) 

Для концентрации экстрагента в межчастич-
ном пространстве из зависимостей (14) и (16) 
находим  

 


 1 1

N0 0 0 0
N

c + b c b
b = y .

+ +
       (17) 

что согласуется с формулой (14). 
Естественно, что точно такое же выра-

жение получается при записи в компонентах 
матричного равенства (10). В частности, при 
b0 = 0 (17) переходит в (13). 

Поскольку число ударов пузырьков о ча-
стицу за данное время может быть различ-
ным, целесообразно использовать функцию 
распределения для целочисленной случай-
ной величины N при определении средней 
концентрации. На практике для подобных 
целей чаще всего используется распределе-
ние Пуассона [15, 16, 22]. Вероятность осу-
ществления k столкновений, согласно рас-
пределению Пуассона, определяется форму-
лой 

 P = exp - .
!

k

k

N
N

k
            (18) 

где <N> – среднее число (математическое 
ожидание) ударов по частице.  

В таком случае для средней концентра-
ции (математического ожидания c) имеем 

 
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c Pc

N yc b
N

c bc b
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 (19) 

При этом постоянное слагаемое при осред-
нении по статистике Пуассона не меняется 
(Pk отвечают вероятностям для полной си-
стемы событий). Аналогично имеем 

 

 
  



   


0 1

exp 1
1

0 0
i i
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0 0

c + b
b Pb

+

c - b
N y - .

+

            (20) 

Поскольку <N>  ∞ (например, 

 2< > =N R nu  [22], где n – концентрация 

частиц, u – их средняя скорость), то формула 
(20) совпадает с известной [23] зависимостью 

 







 






1 exp

1

0 0

0 0
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b
= =
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c - b
= - ,

c + b

c + b
b = ,

+

          (21) 

где постоянная  определяется коэффициен-
том пропорциональности в зависимости  <N> 

 ∞  и формулой (20). 
Определенный интерес представляет 

эволюция системы при малых изменениях от 
удара к удару пузырька о частицу, что харак-
терно для больших значений времени и свя-
зано с крупномасштабными изменениями во 
времени. При этом можно использовать сле-
дующую аппроксимацию для концентраций ci 
и bi  

1

1

i
i i

i
i i









 


 


dc
c c

d

db
b b

d

 ,                  (22) 

где T ‒ среднее время между столкновения-
ми. Подставляя эти соотношения в (1) и опус-
кая индекс i, получаем систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

 

    

 


1

dc db
b c , c b ,

dt dt

t ,
T

     (23) 
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которую дополняют начальные условия 

 (0) , (0)0 0c c b b .              (24) 

Складывая уравнения (23) и интегрируя, 
находим первый интеграл 

 
0  0c+ b  c b                   (25) 

имеющий тот же физический смысл, что и 
(14). Выражая из (25) b как функцию c и под-
ставляя результат в первое уравнение (23), 
приходим к уравнению для определения c 

  φ φ φ  10 0

dc
c + b + c .

dt
       (26) 

Решение уравнения (26) при соответствую-
щем условии (24) имеет вид 

 

   

φ

φ

φ

φ

φ

φ



 
 
 






1

exp
1 θ

θ
1 1

0 0

0 0

c + b
c +

+

c - b
+ - ,

+

,
+ -

         (27) 

по форме совпадающий с (19) при <N>  ∞. 
При помощи (25) определяем также концен-
трацию в межчастичном пространстве 

     

φ

φ φ

 
   

 

+
exp -

1+ 1+ θ
0 0 0 0c b c - b

b .     (28) 

При   получаем тот же результат, что и 

для дискретной модели: (12) 
В статье описана эволюция дискретной и 

непрерывной модели выделения из пористой 
частицы целевого компонента, а также получе-
но финальное значение концентрации целево-
го компонента в частице. В перспективе урав-
нение процесса можно обобщить на учет уда-
ления целевого компонента из межчастичного 
пространства. 
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