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Аннотация. Эффективность массообменных процессов в системах «газ–жидкость» ограничена 
малым коэффициентом диффузии газа в жидкости по сравнению коэффициентом диффузии газа в газе 
(меньше в 10000 раз и более). В связи с этим актуальна разработка физических принципов, направлен-
ных на устранение лимитирующих факторов процесса. Поскольку малый коэффициент диффузии яв-
ляется принципиальным физическим ограничением процесса, был рассмотрен подход, основанный на 
увеличении площади межфазной поверхности взаимодействия за счёт формирования капиллярных волн 
под действием схлопывающихся кавитационных пузырьков (максимальный размер 50…100 мкм). В пред-
ставленной статье межфазная поверхность взаимодействия представляет собой возмущённую сфе-
рическую оболочку. Рассмотрение сферической оболочки связано с тем, что наиболее эффективный 
способ реализации межфазного взаимодействия «газ–жидкость» заключается в барботировании 
сплошной жидкой фазы в виде крупных пузырьков, имеющих размер до нескольких мм. На сегодняшний 
день известны модели формирования капиллярных волн на плоской поверхности. Однако формирование 
капиллярных волн на поверхности сферического пузырька при наличии объёма окружающей жидкости 
рассматривалось лишь с точки зрения общих выражений для собственных частот колебаний пузырька 
без рассмотрения влияния кривизны сферической поверхности на искажение волн. Предложена гидроди-
намическая модель формирования капиллярных волн с учётом искажений, вызванных формой сфериче-
ской поверхности. Разработан алгоритм приближённого аналитического решения уравнения, основан-
ный на асимптотическом разложении по средней кривизне поверхности. Установлено, что искажения 
начальной поверхности в виде сферической кривизны не влияют на длину формируемых волн, однако 
приводят к локальной пространственной модуляции амплитуды вдоль поверхности. 
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Abstract. The efficiency of mass transfer processes in gas-liquid systems is limited by the small diffu-
sion coefficient of gas in liquid compared to the diffusion coefficient of gas in gas (10,000 times less or 
more). In this regard, the development of physical principles aimed at eliminating the limiting factors of the 
process is relevant. Since a low diffusion coefficient is a fundamental physical limitation of the process, an 
approach was considered based on increasing the area of the interfacial interaction surface due to the for-
mation of capillary waves under the action of collapsing cavitation bubbles (maximum size 50...100 μm). In 
the presented article, the interfacial interaction surface is a perturbed spherical shell. Consideration of a 
spherical shell is due to the fact that the most effective way to implement gas-liquid interphase interaction is 
to bubble a continuous liquid phase in the form of large bubbles up to several mm in size. To date, models 
for the formation of capillary waves on a flat surface are known. However, the formation of capillary waves 
on the surface of a spherical bubble in the presence of a volume of surrounding liquid was considered only 
from the point of view of general expressions for the natural frequencies of oscillations of the bubble, without 
considering the influence of the curvature of the spherical surface on the distortion of the waves. A hydro-
dynamic model of the formation of capillary waves is proposed, taking into account distortions caused by 
the shape of the spherical surface. An algorithm for an approximate analytical solution of the equation has 
been developed, based on an asymptotic expansion in the mean curvature of the surface. It has been es-
tablished that distortions of the initial surface in the form of spherical curvature do not affect the length of 
the generated waves, but lead to local spatial modulation of the amplitude along the surface. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Эффективность массообменных процессов 
в системах «газ–жидкость» ограничена малым 
коэффициентом диффузии газа в жидкости по 
сравнению коэффициентом диффузии газа в 
газе (меньше в 10000 раз и более) [1–3]. В связи 
с этим актуальна разработка физических прин-
ципов, направленных на устранение лимитиру-
ющих факторов процесса [4–7]. Поскольку ма-
лый коэффициент диффузии является принци-
пиальным физическим ограничением процесса, 
был рассмотрен подход, основанный на увели-
чении площади межфазной поверхности взаи-
модействия за счёт формирования капиллярных 
волн под действием схлопывающихся кавитаци-
онных пузырьков (максимальный размер 
50…100 мкм). В представленной статье меж-
фазная поверхность взаимодействия представ-
ляет собой возмущённую сферическую оболоч-
ку. Рассмотрение сферической оболочки связа-
но с тем, что наиболее эффективный способ 
реализации межфазного взаимодействия «газ–
жидкость» заключается в барботировании 
сплошной жидкой фазы в виде крупных пузырь-
ков, имеющих размер до нескольких мм. На се-
годняшний день известны модели формирова-
ния капиллярных волн на плоской поверхности. 
Однако формирование капиллярных волн на 
поверхности сферического пузырька при нали-
чии объёма окружающей жидкости рассматри-
валось лишь с точки зрения общих выражений 
для собственных частот колебаний пузырька без 

рассмотрения влияния кривизны сферической 
поверхности на искажение волн. 

Поэтому цель исследования заключается 
в разработке модели формирования капилляр-
ных волн на поверхности с учётом влияния её 
начальной сферической кривизны. 

Задачи исследования включают: 
- формулировку математической поста-

новки задачи моделирования капиллярных 
волн на поверхности с начальной сфериче-
ской кривизной; 

- разработку алгоритма приближённого 
решения задачи; 

- анализ влияния сферической кривизны 
поверхности на профиль капиллярных волн. 

Решение поставленных задач представ-
лено в следующих разделах работы. 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧИ 

 

Рассматривается течение идеальной не-
сжимаемой жидкости вблизи сферической 
поверхности. Течение предполагает, что 
квадрат длины капиллярной волны на по-
верхности мал по сравнению с квадратом ра-
диуса кавитационного пузырька. 

Такое ограничение на отношение квад-
ратов, а не на отношение линейных величин 
связано с тем, что: 

- при принятии допущения о малости ли-
нейных слагаемых кривизна сферической по-
верхности на формирование капиллярных волн 
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не влияет. Определение формы волн для дан-
ного случая (когда начальная поверхность 
близка к плоской) является решенной задачей; 

- построение точного решения задачи со 
свободной поверхностью при учёте нелиней-
ных слагаемых в выражении для средней кри-
визны является чрезвычайно сложной задачей; 

- в свою очередь, данное отношение 
позволяет рассматривать формирование 
волн на участке поверхности, размер которо-
го составляет вплоть до 0,2 от величины 
диаметра пузырька или до 0,4 от величины 
радиуса кривизны его поверхности. 

Форма расчётной области выглядит сле-
дующим образом (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Форма расчётной области  
для определения площади межфазной  

поверхности «газ–жидкость» 
 

Figure 1 - Calculation area form for determining 
square of interphase surface “gas-liquid” 

 

В рамках поставленной задачи колебания 
межфазной поверхности возбуждаются за счёт 
пространственно распределённой силы, вы-
званной ударными волнами под действием 
схлопывающихся кавитационных пузырьков. 

Поскольку ударные волны, образуемые 
под действием кавитации [2], имеют широкий 
спектр, то было рассмотрено возбуждение 
колебаний межфазной поверхности, при воз-
действии одной из гармоник, имеющей фик-
сированную пространственную длину волны и 
фиксированную частоту. 

Поскольку задача решается в приближе-
нии идеальной несжимаемой жидкости, то 
для её решения рассматривается потенци-
альное течение, описываемое уравнением 
Лапласа, следующим из уравнения нераз-
рывности, и уравнения сохранения импульса. 

При этом рассматриваются малые ам-
плитуды поверхностных волн по сравнению с 
их длиной, что даёт возможность исключить 
нелинейные слагаемые в уравнениях. 
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где φ – потенциал скорости движения жидко-
сти, м2/с; p – мгновенное значение давления 
в жидкости, Па; p0 – статическое давление в 
жидкости, Па; ρ – плотность жидкости, кг/м3; t – 
время, с; Pext – внешнее силовое воздействие 
(ими могут являться ударные волны, созда-

ваемые от соседних схлопывающихся кави-
тационных пузырьков), Па. 

Положение границы описывается пара-
метрически заданной функцией: 
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На границе справедливы следующие 
условия, которые в приближении малых ам-
плитуд выглядят следующим образом: 
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Далее, используя указанную систему урав-
нений (1, 2) с граничными условиями (4, 5), за-
дача решалась в специальной системе коорди-
нат (xc, yc, zc), которая далее называется проек-
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ционной, для описания волн на сферической 
поверхности. Преобразования между декарто-
вой и проекционной системами координат осу-
ществляются согласно следующему правилу: 
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В свою очередь, форма межфазной по-
верхности полностью определялась функцией 
hc(xc, yc, t), и координаты каждой точки меж-
фазной поверхности рассчитываются соглас-
но выражениям: 
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Таким образом, в представленной зада-
че являются неизвестными функции  
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Для описания деформации поверхности 
с учётом её кривизны использовался метод 
асимптотического разложения функций в сте-
пенной ряд по величине 1/R. 
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Уравнение Лапласа для потенциала ско-
рости выглядит следующим образом: 
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Полученные выражения позволили рас-
считать распределения колебаний волн по 
поверхности сферы. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Расчёты проводились для капиллярных 
волн, возбуждаемых за счёт внешних ударно-
волновых давлений. Исследования влияния 
ударно-волновых давлений проводились для 
отдельной гармоники возмущающей силы, 
которая как функция от координат в проекци-
онной системе xc, yc,,zc и времени t определя-
ется следующим образом: 

     tykxkP

tyxP

cycxext

ccext

coscoscos
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; 

где Pext, 0 – амплитуда возмущающей силы 
давления, Па; kx, ky – компоненты волнового 
числа капиллярных волн, м-1; ω – круговая 
частота акустических колебаний, с-1. 

Для указанного силового воздействия 
построены асимптотические решения урав-
нений с граничными условиями (1, 2, 4, 5).  

Далее проанализированы профили по-
верхностных волн в момент достижения мак-
симальной энергии поверхностного натяже-
ния и нулевой скорости в зависимости от 
длины волны исходного возмущения и радиу-
са газового пузырька. 

Анализ проводился на примере системы 
вода–воздух при нормальных условиях. Часто-
та силового воздействия (его отдельной рас-
сматриваемой гармоники) составляла 22 кГц. 

Первоначально было проанализировано 
формирование поверхностных волн при раз-
личных радиусах пузырька. Цветные распре-
деления функции hc представлены на рисун-
ке 2. Распределения построены для области 
xc = –0,6 мм…0,6 мм; yc = –0,6 мм…0,6 мм. 
Каждому значению величины hc соответству-
ет собственный цвет из палитры цветов раду-
ги. Зелёный цвет соответствует нулевому 
значению. Красный цвет соответствует поло-
жительному значению. Синий цвет соответ-
ствует отрицательному значению. Модуль 
волнового числа капиллярной волны состав-
ляет 1,1 от резонансного значения. 

 

 а)  б) 
 

в) 
 

Рисунок 2 – Цветные распределения поверхностных 
возмущений при различных радиусах кривизны:  
а) бесконечный радиус (плоская поверхность),  

б) 3 мм, в) 2 мм 
 

Figure 2 - Coloured distributions of surface disturb-
ances at different radii of curvature: a) infinite radius 

(flat surface), b) 3 mm, c) 2 mm 
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Согласно представленным цветным рас-
пределениям, искажение является существен-
ным уже при радиусе, более чем в 10 раз превы-
шающем резонансную длину капиллярной волны 
на частоте 22 кГц (3 мм много больше 200 мкм). 
При этом амплитуда оказывается уменьшенной в 
центре возбуждения капиллярной волны. 

Далее представлены цветные распределе-
ния профилей капиллярной волны при различных 
волновых числах (радиус сферы равен 2 мм).  

 

 а) б) 

в) г) 
 

Рисунок 3 – Цветные распределения поверхностных 
возмущений при различных волновых числах:  

а) 1,1 от резонансного; б) 1,05 от резонансного;  
в) 1,03 от резонансного; г) 1,01 от резонансного 

 

Figure 3 - Coloured distributions of surface  
disturbances at different wave numbers 

 

Согласно представленным цветным рас-
пределениям, приближение длины волны во 
внешней силе к резонансной уменьшает ис-
кажения. Однако в реальном процессе иска-
жения профиля волн, вызванные кривизной 
сферической поверхности, всё равно необхо-
димо учитывать, поскольку спектр ударной 
волны (в пространстве и во времени) являет-
ся широким (близок к «белому шуму»). 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложена гидродинамическая модель 
формирования капиллярных волн с учётом 
искажений, вызванных формой сферической 
поверхности. Разработан алгоритм прибли-
жённого аналитического решения уравнения, 
основанный на асимптотическом разложении 
по средней кривизне поверхности. Установ-
лено, что искажения начальной поверхности 
в виде сферической кривизны не влияют на 
длину формируемых волн, однако приводят к 
локальной пространственной модуляции ам-
плитуды вдоль поверхности. 

 

Искажение является существенным уже 
при радиусе, более чем в 10 раз превышающем 
резонансную длину капиллярной волны на ча-
стоте 22 кГц (3 мм много больше 200 мкм). При 
этом амплитуда оказывается уменьшенной в 
центре возбуждения капиллярной волны. 

Приближение длины волны внешней 
возмущающей силы к резонансной для дан-
ной частоты уменьшает искажения. 

Однако в реальном процессе искажения 
профиля волн, вызванные кривизной сфери-
ческой поверхности, всё равно необходимо 
учитывать, поскольку спектр ударной волны 
(в пространстве и во времени) является ши-
роким (близок к «белому шуму»). 
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