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Аннотация. В работе представлены результаты математического моделирования процессов молекуляр-

ной динамики в двумерных и трехмерных кристаллических структурах при помощи потенциала Леннарда-

Джонса в пакете программ MatLab. В теоретической части описаны дифференциальные уравнения для мо-

делирования, их начальные и граничные условия, а также разностная аппроксимация. В качестве метода мо-

делирования выбран принцип молекулярно-динамического моделирования при помощи одного из парных 

потенциалов. В практической части смоделировано хаотическое движение (перемещение) атомов в двумер-

ной и трехмерной кристаллических решетках. Показано распределение по расчетной ячейке и выход атомов 

за её пределы. Определено соотношение энергий связи в реальных металлах и расчетной модели. Определен 

потенциал взаимодействия, который получился положительным. Получены амплитудно-фазочастотные ха-

рактеристики, прошедшие проверку на устойчивость. 

Ключевые слова: математическое моделирование, молекулярная динамика, потенциал Леннарда-

Джонса, пакет программ MatLab, кристаллическая решетка, металлы и упорядоченные сплавы, энергия 

взаимодействия. 

Благодарности: Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-22-00810, 

https://rscf.ru/project/22-22-00810. 

_____________________________________________________________________________________________ 

Для цитирования: Семёнов А.С., Семёнова М.Н., Бебихов Ю.В., Хазимуллин М.В. Моделирование процес-

сов молекулярной динамики в двумерных и трехмерных кристаллических структурах // Фундаментальные 

проблемы современного материаловедения. 2022. Т. 19, № 1. С. 77–84. doi: 10.25712/ASTU.1811-

1416.2022.01.009. 
_____________________________________________________________________________________________ 
 

 

 

 

 

 

 

 



А.С. Семёнов, М.Н. Семёнова, Ю.В. Бебихов, М.В. Хазимуллин 

 

Фунд. пробл. совр. материаловед. 2022. Т. 19. № 1. С. 77–84 

78 

Original article 

SIMULATION OF MOLECULAR DYNAMICS PROCESSES IN 2D AND 3D CRYSTAL 
STRUCTURES 

Alexander S. Semenov1†, Maria N. Semenova2, Yuriy V. Bebikhov3, Maksim V. Khazimullin4 

1, 2, 3 Mirny Polytechnic Institute (branch) of the North-Eastern Federal University, Tikhonova St., 5/1, Mirny, 678174, Russia 
4 Institute of Molecule and Crystal Physics, Ufa Federal Research Centre of RAS, Pr. Oktyabrya, 151, Ufa, 450054, Russia 
1 sash-alex@yandex.ru†, https://orcid.org/0000-0001-9940-3915 
2 mariya_semyonova86@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-7298-0226 
3 bebikhov.yura@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-8366-4819 
4 maxim@anrb.ru, https://orcid.org/0000-0002-9713-7067 

Abstract. The paper provides the results of mathematical simulation of molecular dynamics processes in 2D and 

3D crystal structures using the Lennard-Jones potential in the MatLab software package. The theoretical part de-

scribes the differential equations for simulation, their initial and boundary conditions, and the difference approxima-

tion. The molecular dynamics simulation principle technique using one of the paired potentials was chosen. In the 

practical part, the chaotic motion (migration) of atoms in 2D and 3D crystal lattices has been simulated. The distri-

bution over the computational cell and the migration of atoms beyond its limits are shown. The dependence between 

the bound energies in real metals and the computational model has been determined. The potential of interaction has 

been determined, which turns out to be positive. The amplitude-phase-frequency characteristics are obtained, which 

have passed the stability test. 
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Введение 

К настоящему моменту ведутся активные 

исследования в области молекулярно-

динамического моделирования в рамках изуче-

ния нелинейной динамики кристаллических 

решеток с помощью линейных и нелинейных 

локализованных и делокализованных колеба-

тельных мод [1-3], среди которых можно выде-

лить дискретные бризеры [4-6], способные объ-

яснить, например, аномалию температурной за-

висимости теплоемкости урана [7]. В связи с 

большим количеством подобных эксперимен-

тов становится всё более актуальным поиск но-

вым методов моделирования таких сложных 

систем, которым может стать математическое 

моделирование в среде MatLab [8], отличаю-

щееся быстродействием и небольшой ресурсо-

затратностью в вычислительном плане. На-

правление описанных результатов исследова-

ния находится в общем тренде приоритетов 

стратегии научно-технологического развития 

РФ в области перехода к передовым цифровым, 

интеллектуальным производственным техноло-

гиям, роботизированным системам, новым ма-

териалам и способам конструирования, а также 

позволит получить ряд новых важных резуль-

татов актуальных для развития таких направле-

ний как энергоэффективность и энергосбере-

жение, входящих в приоритетные направления 

модернизации российской экономики. 

В настоящей работе авторами впервые бу-

дет применен пакет программ MatLab для мо-

делирования перемещения атомов в двумерной 

и трехмерной кристаллических решетках при 

помощи потенциала взаимодействия Леннарда-

Джонса. Также впервые будет определена зави-

симость энергии связи в исследуемых моделях 

и её сравнение с данными полученными авто-

рами ранее для реальной ячейки ГПУ металла 

бериллия [Be], подтверждающими высокую 

точность моделирования с погрешностью не-

многим более 3%. 
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Методы и методики моделирования 

В основу метода молекулярной динамики 

положено модельное представление о молеку-

лярной системе, являющейся многоатомной. В 

ней все атомы представлены материальными 

точками. В классическом случае их движение 

будет описываться уравнениями Ньютона [9, 

10]. Эволюцию такой модели опишем системой 

дифференциальных уравнений движения: 
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где , ,
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i i im v r  – масса, скорость и радиус-

вектор соответственно; 
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N – количество точечных частиц. 

Зная координаты и скорости всех N  час-

тиц в начальный момент времени 0t : 
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r v , можем произвести интегрирование 

системы уравнений (1). 

Система (1) представляет собой систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений, 

поэтому для ее решения требуются только на-

чальные условия, граничные условия отсутст-

вуют. 

При молекулярно-динамическом модели-

ровании (МДМ) необходимо рассчитать траек-

тории огромного количества частиц, обеспечив 

как вычислительную эффективность, так и тре-

бования точности. Для этого применим алго-

ритм Верле в скоростной форме [11], формули-

руемый из условий известности всех величин 

на момент времени tk с переходом к следующе-

му моменту времени 1   k kt t t  по форму-
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где верхний индекс k – номер шага по вре-

мени; U – потенциальная энергия взаимодейст-

вия системы. 

С помощью пакета программ MatLab было 

смоделировано поведение (хаотическое движе-

ние) N-го количества атомов в кристаллической 

решетке методом молекулярной динамики. Ра-

нее авторы для подобных целей использовали 

непосредственно программы МД моделирова-

ния, к примеру, пакет LAMMPS [12-15]. Для 

реализации расчетов выбрали скоростную схе-

му Верле. В общем виде формулы выглядят 

следующим образом: 
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Здесь U – потенциал Леннарда-Джонса [16, 

17], который был выбран из множества других 

парных потенциалов, как оптимально подхо-

дящий для условий нашей задачи: 
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где   – значение межатомного расстояния, 

при котором ( ) 0  ,   – глубина потенци-

альной ямы, расположенной на расстоянии 
6 2 . 

Моделирование производилось в двумер-

ном (2D) и трехмерном (3D) пространствах, по-

этому градиент в третьей формуле принимался 

сначала по двум, а затем по трем направлениям. 

Преобразование потенциала ( ( ))
r

U r t  в 

( ( ), ( ))U x t y t  и ( ( ), ( ), ( ))U x t y t z t  осуществлялось 

по формулам: 
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В качестве исходных данных были выбра-

ны 25 атомов с размером кристаллической ре-

шетки (ячейки) 5x5 для 2D моделирования и 

125 атомов с размером ячейки 5x5x5 для 3D 

моделирования. На рис.1а представлены дву-

мерная и трехмерная расчетные кристалличе-

ские решетки с параметрами L, W, H, r. Харак-

терный вид потенциала Леннарда-Джонса по-

казан на рис.1б. Для ускорения расчётов будем 

обрывать потенциал на расстоянии rc =2,5 . 

Такой выбор обусловлен тем, что на этом рас-

стоянии значение энергии взаимодействия со-

ставляет лишь ≈ 0,0163 от глубины ямы  . Па-
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раметры   и   можно найти через коэффици-

ент Джоуля-Томсона, либо сравнивая экспери-

ментальное значение коэффициента вязкости со 

значением, полученным из формулы для по-

тенциальной энергии. Для некоторых веществ 

они есть в книге [18]. 

 

Рис.1. Структура расчетной ячейки для 2D и 3D моделирования (а). Характерный вид потенциала                     

Леннарда-Джонса (б) 

Fig.1. The structure of the computational cell for 2D and 3D modeling (a). Typical view of the Lennard-Jones 

potential (b) 

Результаты моделирования 

Основными результатами моделирования 

являются: получение графической зависимости 

энергий связи между настоящей моделью и 

стандартными данными для ячейки ГПУ ме-

талла; получение устойчивых амплитудно-

фазочастотных характеристик; выявление по-

ложительного значения потенциала Леннарда-

Джонса и вычисление его выборочного средне-

го значения; выявление единичных случаев по-

кидания атомами зоны расчетной ячейки в ре-

зультате хаотического перемещения. 

В идеальных условиях наличие межатом-

ного взаимодействия делает невозможными не-

зависимые смещения отдельных атомов, и их 

коллективное движение приобретает характер 

колебательного процесса, распространяющего-

ся в виде волн по кристаллу. В действительно-

сти колебания кристалла не являются строго 

гармоническими. Несмотря на малый энгармо-

низм, при слабых возбуждениях нормальные 

колебания кристалла оказываются связанными 

друг с другом. При сильном возбуждении сме-

щения атомов не малы, и описывающие их 

уравнения становятся нелинейными. В таких 

условиях возможны движения, существенно 

отличающиеся от гармонических колебаний. 

 

Рис.2. Двумерное (2D) и трехмерное (3D) распределение атомов в ячейке 

Fig.2. Two-dimensional (2D) and three-dimensional (3D) distribution of atoms in a cell 
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На рис.2 изображено двумерное и трехмер-

ное распределение атомов по расчетной ячейке. 

Видно, что перемещения не являются симмет-

ричными. Такое поведение может характеризо-

ваться квазилокальными колебаниями – вид 

дефекта, охватывающего весь кристалл. В ре-

зультате дефект может превратиться в квазича-

стицу – дефектон, свободно перемещающуюся 

в кристалле. Согласно результатам моделиро-

вания такое перемещение может превышать 

пять межатомных расстояний, как авторами 

считалось ранее. Из множества экспериментов 

были выявлены такие (рис.3), в которых зона 

перемещения атомов выходит за пределы рас-

четной ячейки, как для двумерного (а) так и для 

трехмерного моделирования (б). 

 

Рис.3. Выход атомов из расчетной ячейки для двумерного (а) и трехмерного (б) моделирования 

Fig.3. Escape of atoms from the computational cell for two-dimensional (a) and three-dimensional (b) simulation 

При сравнении энергий связи, полученных 
в результате моделирования, со стандартными 
данными для ГПУ металлов, мы увидели боль-
шую абсолютную и относительную погрешно-
сти при моделировании дальних взаимодейст-
вий. На рис.4 исследованы взаимодействия 
близлежащих атомов. По осям абсцисс и орди-
нат откладываются квантили расчетного значе-

ния и смоделированного результата энергии 
связи для ГПУ металла. Так для ГПУ металла 
бериллия [Be], который авторы изучали в рабо-
те [19], погрешность моделирования составила 
немногим более 3%. Таким образом, мы под-
твердили, что потенциал Леннарда-Джонса хо-
рошо применим для парных близлежащих 
взаимодействий. 

 

Рис.4. Сравнение энергий связи в результате математического моделирования в среде MatLab с данными 

компьютерного моделирования в пакете молекулярно-динамического моделирования LAMMPS                        

для двумерного (а) и трехмерного (б) моделирования 

Fig.4. Comparison of binding energies as a result of mathematical modeling in the MatLab environment                     

with computer simulation data in the LAMMPS molecular dynamics modeling package for two-dimensional (a)               

and three-dimensional (b) modeling 
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В результате моделирования получили по-
ложительное значение потенциала, выборочное 
среднее значение которого определили по фор-
муле: 

1 1,0978, 
n

ii
U

U
n

                (6) 

где n – объем выборки, Ui – i-й элемент вы-

борки. 9 в физике кристаллов. Разработанная 

программа математического моделирования 

была апробирована в учебном процессе в кур-

сах физики [20], а также получено свидетельст-

во о государственной регистрации данной про-

граммы для ЭВМ [21]. 

Заключение 

В результате математического моделиро-
вания процессов молекулярной динамики в 
двумерных и трехмерных кристаллических 
структурах было выполнено: описание кри-
сталлических решеток, систем уравнений дви-
жения, начальных и граничных условий, вы-
числение разностной аппроксимации, выбор 
методов и методик моделирования, выбор по-
тенциала Леннарда-Джонса, представление его 
графической интерпретации; представление 
вычислительного алгоритма для математиче-
ского моделирования, приведение результатов 
моделирования в среде MatLab, отображение 
кода программы с двумя циклами, представле-
ние численных и графических параметров и ха-
рактеристик, проведение обсуждения результа-
тов работы. 

Основными результатами моделирования 
являются: двумерное и трехмерное распределе-
ние атомов по расчетной ячейке, доказывающее 
возможность перемещения свыше пяти меж-
атомных расстояний; получение графической 
зависимости энергий связи между настоящей 
моделью и стандартными данными для ячейки 
ГПУ металла с погрешностью немногим более 
3%. 
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