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Аннотация. Интерес к нелинейным колебаниям решетки возрос в последние десятилетия из-за того, что 

кристаллические материалы подвергаются высокоамплитудным воздействиям во многих сферах деятельно-

сти человека. Один из эффектов нелинейности в дискретных периодических структур заключается в воз-

можности существования локализованных в пространстве колебаний большой амплитуды, называемых дис-

кретными бризерами (ДБ) (или собственными локализованными модами). Довольно просто решается задача 

поиска ДБ в нелинейных цепочках, то есть, в одномерных кристаллах, поскольку разнообразие возможных 

ДБ в этом случае невелико. Однако для кристаллических решеток высокой размерности до сих пор не было 

разработано общих подходов к поиску ДБ. Такой подход появился благодаря работам Чечина и Сахненко с 

соавторами, где была разработана теория бушей нелинейных нормальных мод, которые позже, примени-

тельно к кристаллам, стали называть делокализованными нелинейными колебательными модами (ДНКМ). 

Относительно недавно было замечено, что все известные ДБ могут быть получены наложением локализую-

щих функций на ДНКМ с частотой вне фононного спектра решетки. Поскольку теория Чечина и Сахненко 

позволяет найти все возможные ДНКМ, рассматривая симметрию решетки, появилась возможность поста-

новки задачи нахождения всех возможных ДБ в заданной решетке. Данный подход был недавно с успехом 

применен к поиску ДБ в двумерной треугольной решетке. Изучение и описание ДБ в двумерной квадратной 

кристаллической решетке, полученных при помощи локализованной функции, является предметом пред-

ставленной статьи. В результате были получены новые типы ДБ квадратной решетки, включая одномерные, 

то есть локализованные лишь в одном из двух ортогональных направлений, так и нульмерные, то есть лока-

лизованные в двух направлениях. 

Ключевые слова: дискретный бризер, кристаллическая решётка, локализованные колебания, амплитуда 

колебаний. 
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Abstract. Interest in nonlinear lattice vibrations has increased in recent decades due to the fact that crystalline 

materials are subjected to high-amplitude effects in many areas of human activity. One of the effects of nonlinearity 

in discrete periodic structures is the possibility of the existence of large-amplitude oscillations localized in space, 

called discrete breathers (DBs) (or intrinsic localized modes). The problem of searching for DBs in nonlinear chains, 

that is, in one-dimensional crystals, is quite simply solved, since the variety of possible DBs in this case is small. 

However, for high-dimensional crystal lattices, no general approaches to the search for discrete breathers have been 

developed so far. This approach appeared due to the work of Chechin, Sakhnenko et al., where the theory of bushes 

of nonlinear normal modes was developed, which later, as applied to crystals, began to be called delocalized nonlin-

ear vibrational modes (DNVM). Relatively recently, it was noticed that all known DBs can be obtained by superim-

posing localizing functions on DNVM with a frequency outside the phonon spectrum of the lattice. Since the 

Chechin and Sakhnenko theory makes it possible to find all possible DNVMs by considering the symmetry of the 

lattice, it became possible to formulate the problem of finding all possible DBs in a given lattice. This approach has 

recently been successfully applied to the search for DBs in a two-dimensional triangular lattice. The study and de-

scription of discrete breathers in a two-dimensional square crystal lattice obtained using a localized function is the 

subject of this article. As a result, new types of DBs of a square lattice were obtained, including one-dimensional, 

that is, localized only in one of two orthogonal directions, and zero-dimensional, that is, localized in two directions. 
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Введение 

В дискретных нелинейных системах часто 

происходят пространственно – локализованные 

колебания большой амплитуды, называемые 

дискретными бризерами (ДБ) или внутренними 

локализованными модами. Сначала дискретные 

бризеры были обнаружены в нелинейных це-

почках [1-3], а затем в решетках большей раз-

мерности [4, 5], а также в кристаллических ре-

шетках [6]. В решетках более высокой размер-

ности могут существовать различные типы ДБ, 

и возникает проблема их поиска и классифика-

ции. 

Делокализованные нелинейные колеба-

тельные моды (ДНКМ) [7-9], которые имеют 

частоты выше фононного спектра, помогают 

решить эту проблему. ДНКМ являются точны-

ми решениями уравнений движения частиц, ко-

торые могут быть найдены с учетом только 

симметрии решетки; первоначально они назы-

вались бушами нелинейных нормальных мод 

[7-9]. В пределе малой амплитуды ДНКМ пре-

образуются в коротковолновые фононные мо-

ды. Поскольку, при выводе ДНКМ, рассматри-

вается только симметрия решетки, они являют-

ся точными решениями независимо от типа 

межчастичных взаимодействий и для любой 

амплитуды. ДНКМ может иметь m компонен-

тов, тогда он имеет m степеней свободы и мо-

жет быть описан m связанными динамическими 

уравнениями. 

Насколько нам известно, все ДБ, о которых 

сообщалось до сих пор, могут быть получены 

путем наложения функций локализации на 

ДНКМ, имеющие частоты выше фононного 

сектора. Этот факт говорит о том, что поиску 

ДБ должен предшествовать анализ ДНКМ в 
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рассматриваемой решетке. Этот подход был 

реализован для треугольной решетки, для кото-

рой все однокомпонентные и двухкомпонент-

ные ДНКМ были проанализированы в [12]. Бы-

ло показано, что три из них имеют частоты 

выше фононного спектра. Затем, в работе [11], 

были получены локализованные дискретные 

бриззеры путем применения функций локали-

зации к этим трем ДНКМ. Недавно Рябов и Че-

чин построили 16 однокомпонентных ДНКМ 

для квадратной решетки [13], используя теоре-

тико-групповой подход, разработанный в [7-9]. 

Только две из них имеют частоты выше фонон-

ного спектра [13], что означает, что они могут 

быть использованы для получения пространст-

венно локализованных колебательных мод пу-

тем применения локализующих функций, и эта 

работа выполняется в настоящем исследовании. 

Важно понимать мотивацию для поиска 

ДНКМ и ДБ в модельных решетках и в кри-

сталлах. ДБ влияют на макроскопические свой-

ства кристаллов [6, 15], рассеивают фононы и 

тем самым снижают теплопроводность [16], 

они так же могут инициировать образование и 

миграцию дефектов решетки [17-19]. ДНКМ и 

ДБ связаны друг с другом. ДНКМ использова-

лись для поиска ДБ в скалярной квадратной 

решетке [20]. 

Моделирование локализованных 
дискретных бризеров 

В ходе исследования [13] было получено 

две однокомпонентные моды квадратной кри-

сталлической решетки с частотой колебания 

выше фононного спектра. Из этих двух мод 

было образовано одиннадцать возможных ло-

кализованных ДБ. 

Подчеркнем, что начальные условия, ис-

пользуемые для возбуждения ДБ, не всегда да-

ют точных пространственно локализованных 

решений, но позволяют получать долгоживу-

щие квазибризеры. Часть энергии, первона-

чально переданной в локализованную колеба-

тельную моду, излучается, и после переходного 

периода, колебания стабилизируются. Пара-

метры функции локализации выбираются та-

ким образом, чтобы энергия, выделяемая во 

время стабилизации квазибризеров, была ми-

нимальной. Такой квазибризер является прото-

типом исследуемого локализованного дискрет-

ного бризера. 

А. Стационарные одномерные дискретные 
бризеры 

Одномерный ДБ локализован вдоль линии: 

p1 x+ p2 y+ p3= 0,                     (1) 

что означает, что амплитуды колебаний час-

тиц убывают экспоненциально с расстоянием 

от этой линии. 

Это может быть достигнуто путем приме-

нения функции локализации: 

aij = A/cosh(βdi),                     (2) 

где aij – величина начального смещения 

частицы, имеющей положение решетки ξi,j, A – 

амплитуда ДНКМ, β – параметр локализации, 

dij – расстояние от точки решетки i, j – до линии 

локализации, оно может быть найдено следя-

щим образом: 

 1 2 3

2 2

1 2

ij ij

ij

p x p y p
d

p p

 



.               (3) 

Предполагается, что p1 и p2 не равны нулю 

одновременно, а начальные скорости всех час-

тиц равны нулю. 

Далее представлено описание полученных 

результатов. 

На рисунках 1 и 2 показаны примеры од-

номерных ДБ на основе ДНКМ I. Разница в 

том, что на рис.1 линия локализации ДБ (пока-

зана красным цветом) параллельна направле-

нию колебаний частиц, в то время как на рис.2 

она перпендикулярна этому направлению. 
На панелях (a) линия локализации ДБ про-

ходит через ряд атомов четырехугольной кри-
сталлической решетки, а на панелях (б) она на-
ходится посередине между ближайшими ряда-
ми атомов четырехугольной кристаллической 
решетки. Параметры уравнений (1) и (2) пере-
числены в подписях к рисункам. Панели (в) по-
казывают временную эволюцию координат x 
частиц, окрашенных в красный цвет на панелях 
(a). Можно видеть, что частицы совершают пе-
риодическое движение с постоянными ампли-
тудами. Как упоминалось выше, параметр ло-
кализации β выбирается из условия минимиза-
ции энергии, выделяемой при стабилизации 
квазибризера. 

Это проиллюстрировано на рис.3 для ДБ, 
показанного на рис.1а, путем построения гра-
фика временной эволюции полной энергии в 
системе, приведенной к энергии при t = 0. Пол-
ная энергия системы уменьшается со временем, 
поскольку энергия, излучаемая квазибризером, 
поглощается на границах вычислительной 
ячейки. После выделения части энергии ДБ 
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стабилизируется и колеблется с постоянной 
амплитудой, практически не излучая энергии. 
Наименьшие потери энергии наблюдаются при 
β = 1,48 и увеличиваются при отклонении от 
этого значения вверх или вниз. Обратим вни-
мание, что общая потеря энергии составляет 
всего около 0,1 % от начальной энергии. 

На рис.4 показаны ДБ на основе ДНКМ II. 
В этом случае одномерные ДБ, параллельные 
плотно упакованному направлению решетки, 
невозможны, но могут быть получены ДБ вдоль 
диагонального направления. На (а) линия лока-
лизации ДБ проходит через частицы, колеблю-

щиеся вдоль этой линии, а на (б) – вдоль час-
тиц, колеблющихся в нормальном направлении. 
Параметры уравнений (1) и (2) перечислены в 
подписи к рисунку. На (в), приводится времен-
ная эволюция x – координаты частицы, окра-
шенной в красный и синий цвета на (б), они по-
казаны как соответственно красной и синей ли-
ниями. Амплитуды колебаний не являются по-
стоянными, и наблюдается квазипериодический 
обмен энергией между частицами, колеблющи-
мися вдоль и перпендикулярно линии ДБ. Од-
нако ДБ остается локализованным в течение 
длительного времени. 

 
                    а)                                           б)                                                                         в) 

Рис.1. Стационарные одномерные ДБ, полученные путем наложения локализующей функции (2) на 

ДНКМ I. Перемещения умножены на коэффициент 2. Параметры модели следующие: (a) p1 = 0, p2 = 1, p3= 0, 

A = 0,14, β = 1,48; для (б) p1 = 0, p2 = 1, p3 = h/2, A = 0,14, β = 1,45. Линии локализации ДБ показаны красным 

цветом. На (в) представлена временная эволюция x-компоненты смещения частицы, 

окрашенной на (а) в красный цвет 

Fig.1. Stationary one-dimensional DBs obtained by imposing the localizing function (2) on DNVM I. The 

displacements are multiplied by a factor of 2. The model parameters are as follows: (a) p1 = 0, p2 = 1, p3= 0, 

A = 0.14, β = 1.48; for (b) p1 = 0, p2 = 1, p3 = h/2, A = 0.14, β = 1.45. DBs localization lines are shown in red. 

(c) shows the temporal evolution of the x-component of the particle displacement, which is colored red in (a) 

 
                      а)                                             б)                                                                         в) 

Рис.2. Стационарные одномерные ДБ, полученные путем наложения локализующей функции (2) 

на ДНКМ I. Перемещения умножены на коэффициент 2. Параметры модели следующие: (a) p1 = 0, p2 = 1, 

p3= 0, A = 0,14, β = 1,48; для (б) p1 = 0, p2 = 1, p3 = h/2, A = 0,14, β = 1,45. Линии локализации ДБ показаны 

красным цветом. На (в) представлена временная эволюция x-компоненты смещения частицы, 

окрашенной в красный цвет 

Fig.2. Stationary one-dimensional DBs obtained by imposing the localizing function (2) on DNVM I. 

The displacements are multiplied by a factor of 2. The model parameters are as follows: (a) p1 = 0, p2 = 1, p3= 0, 

A = 0.14, β = 1.48; for (b) p1 = 0, p2 = 1, p3 = h/2, A = 0,14, β = 1.45. DB localization lines are shown in red. 

(c) shows the time evolution of the x-component of the displacement of a red-colored particle 
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Рис.3. Полная энергия системы как функция времени, нормированная на начальную энергию, полученная 

для однокомпонентного ДБ, показанного на рис.1а, с использованием различных значений параметра 

локализации β. Другими параметрами уравнений (1) и (2) являются p1 = 0, p2 = 1, p3 = 0 и A = 0,14 

Fig.3. The total energy of the system as a function of time, normalized to the initial energy, 

obtained for the one-component DB shown in Fig.1a using different values of the localization parameter β. 

The other parameters of equations (1) and (2) are p1 = 0, p2 = 1, p3 = 0 и A = 0.14 

 
                           а)                                  б)                                                                      в) 

Рис.4. Стационарные одномерные ДБ, полученные путем наложения локализующей функции (2) 

на ДНКМ II. Перемещения умножаются на коэффициент 2. Параметры моделей следующие: 

(a) p1 = -1, p2 = 1, p3 = 0, A = 0,14, β = 1,1; (б) p1 = -1, p2= 1, p3= h, A = 0,14, β = 1,1. Линии локализации ДБ 

показаны красным цветом. (в) – временная эволюция x-компоненты смещения частиц, 

окрашенных в красный и синий цвета на (б) 

Fig.4. Stationary one-dimensional DB obtained by superimposing the localizing function (2) on DNVM II. 

The displacements are multiplied by a factor of 2. The model parameters are as follows: (a) p1 = -1, p2 = 1, p3 = 0, 

A = 0.14, β = 1.1; (b) p1 = -1, p2= 1, p3= h, A = 0.14, β = 1.1. DBs localization lines are shown in red. 

(c) – time evolution of the x-component of the displacement of particles colored in red and blue in (b) 

В. Стационарные и движущиеся 
нульмерные дискретные бризеры 

Стационарный и движущийся нульмерный 

ДБ локализован в точке пересечения двух орто-

гональных линий: 

p1 x +  p2 y+ p3 = 0,                  (4) 

p2 x − p1 y +  p4 = 0,                  (5) 

где p1 и p2 не равны нулю одновременно. 

Точка пересечения двух линий имеет коор-

динаты 

1 3 2 4
0 2 2

1 2

p p p p
x

p p

 



,    

1 3 2 4
0 2 2

1 2

p p p p
y

p p

 



.   (6) 

Для построения нульмерных ДБ, локали-

зующая функция принимается в виде 

aij = A/cosh(β1 dij) cosh(β2 fij),           (7) 

где aij – величина начального смещения 

частицы, имеющей положение решетки ξi,j, A – 

амплитуда ДНКМ, β1 и β2 – параметры локали-

зации, dij – расстояние от точки решетки i, j – 

до линии (4), которое определяется уравнением 

(3), fij – расстояние от точки решетки i, j – до 

прямой (5), которое определяется как: 

 2 1 4

2 2

1 2

ij ij

ij

p x p y p
f

p p

 



.                  (8) 
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Примеры нульмерных ДБ, возбуждаемых 
наложением функции локализации (7) на 
ДНКМ I и ДНКМ II, показаны на рисунках с 5 
по 9. ДБ локализованы на пересечении двух 
красных линий. ДБ представлены с различным 
положением центра локализации. На рис.5 ДБ 
локализован (a) на узле решетки, (б) сдвинут на 
вектор (h/2, 0) от узла решетки и (в) сдвинут на 
вектор (0, h/2) от узла решетки. Если центр ло-
кализации находится в точке (h/2, h/2), ДНКМ I 
создает ДБ, показанный на рис.6a, как если бы 

использовался ДНКМ II. На рис.6 ДБ локализо-
ван (в) на узле решетки, (a, г) сдвинут на вектор 
(h/2, h/2) от узла решетки и (б) сдвинут на век-
тор (3h/2, h/2) от узла решетки. Панели (г) на 
рис.5 и (д) на рис.6 показывают эволюцию во 
времени x-компоненты смещения частицы, ок-
рашенной в красный цвет на панели (a). Можно 
видеть, что стационарные ДБ с постоянной ам-
плитудой колебаний формируются после пере-
ходного периода, составляющего около 20 еди-
ниц времени или десяти периодов колебаний. 

 

Рис.5. Стационарные нуль-мерные ДБ, полученные приложением локализующей функции (7) на ДНКМ I. 
Перемещения умножены на коэффициент 2. Параметры модели следующие: (a) p1 = 1, p2 = 0, p3 = 0, p4 = 0, 
A = 0,2, β1 = 1,05, β2 = 1,5; (б) p1 = 1, p2 = 0, p3 = h/2, p4 = 0, A = 0,2, β1 = 1,05, β2 = 1,5; (в) p1 = 1, p2 = 0, p3 = 0, 

p4 = h/2, A = 0,25, β1 = 1,05, β2 = 1,5. ДБ локализованы на пересечении красных линий. 
На (г) показана временная эволюция x-компоненты смещения частицы, окрашенной в красный цвет на (a) 

Fig.5. Stationary zero-dimensional DBs obtained by applying the localizing function (7) to DNVM I. The displace-
ments are multiplied by a factor of 2. The model parameters are as follows: (a) p1 = 1, p2 = 0, p3 = 0, p4 = 0, A = 0.2, 

β1 = 1.05, β2 = 1.5; (b) p1 = 1, p2 = 0, p3 = h/2, p4 = 0, A = 0.2, β1 = 1.05, β2 = 1.5; (c) p1 = 1, p2 = 0, p3 = 0, 
p4 = h/2, A = 0.25, β1 = 1.05, β2 = 1.5. DBs are localized at the intersection of the red lines. (d) shows the time 

evolution of the x-component of the displacement of the particle colored red in (a) 

 

Рис.6. Стационарные нуль-мерные ДБ, полученные путем наложения локализующей функции (7) 
на ДНКМ II. Перемещения умножены на коэффициент 2. Параметры модели следующие: (a) p1 = -1, p2 = 1, 
p3 = 0, p4 = h, A = 0,2, β1 = β2 = 1,11; (б) p1 = -1, p2 = 1, p3 = h, p4= 0, A = 0,25, β1 = β2 = 1,12. ДБ локализованы 

на пересечении красных линий; (в) p1= -1, p2 = 1, p3 = 0, p4= 0, A= 0,2, β1 = 1,3, β2 = 1,12; (г) p1 = -1, p2= 1, 
p3= 0, p4 = h, A = 0,2, β1 = 1,8, β2 = 0,6. В (д), показана временная эволюция x-компоненты смещения частицы, 

окрашенной в красный цвет для панели (a) 

Fig.6. Stationary zero-dimensional DBs obtained by superimposing the localizing function (7) on DNVM II. 
The displacements are multiplied by a factor of 2. The model parameters are as follows: (a) p1 = -1, p2 = 1, p3 = 0, 

p4 = h, A = 0.2, β1 = β2 = 1.11; (b) p1 = -1, p2 = 1, p3 = h, p4= 0, A = 0.25, β1 = β2 = 1.12. DBs are localized 
at the intersection of red lines; (c) p1= -1, p2 = 1, p3 = 0, p4= 0, A= 0.2, β1 = 1.3, β2 = 1.12; (d) p1 = -1, p2= 1 p3= 0, 

p4 = h, A = 0.2, β1 = 1.8, β2 = 0.6. In (e), the time evolution of the x-component of the displacement 
of a particle colored red for panel (a) is shown
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Рис.7. Перемещение нуль-мерного ДБ, полученного 

с помощью наложения функции локализации (7) 

на ДНКМ II. Показана временная эволюция 

x-компоненты смещения частиц, где: (a) i, j, (б) i + 1, 

j + 1, (в) i + 2, j + 2, (г) i + 3, j + 3, (д) i + 4, j + 4. 

Параметры модели следующие: p1 = -1, p2 = 1, p3 = 0, 

p4 = h/2, A = 0,2, β1 = 1,3, β2 = 1,12 

Fig.7. Movement of a zero-dimensional DB obtained 

by imposing the localization function (7) on DNVM II. 

The time evolution of the particle displacement 

x-component is shown, where: (a) i, j, (b) i + 1, j + 1, 

(c) i + 2, j + 2, (d) i + 3, j + 3, (e) i + 4, j + 4. 

The model parameters are as follows: p1 = -1, p2 = 1, 

p3 = 0, p4 = h/2, A = 0,2, β1 = 1.3, β2 = 1.12 

Стационарные ДБ получаются, когда центр 

локализации находится в высокосимметричном 

положении решетки. Если центр локализации 

смещен из высокосимметричного положения 

решетки, может образоваться движущийся ДБ. 

Мы пробовали различные смещения центра 

локализация для всех полученных одномерных 

и нульмерных ДБ, и только в одном случае по-

лучили движущийся ДБ. Это случай ДБ, пока-

занный на рис.6в, когда центр локализации 

смещен из положения решетки вдоль линии             

y = x. ДБ перемещается вдоль этой линии, как 

показано на рис.7, на котором представлена x-

составляющая смещения частиц (a) i, j, (б) i +1, 

j +1, (в) i +2, j +2, (г) i +3, j + 3, (д) i + 4, j + 4. 

Можно видеть, что ДБ проходит через эти 

частицы по очереди. ДБ, показанные на рис.6в 

и (г), представляют собой версии движущегося 

ДБ, локализованные на частице и между двумя 

соседними частицами, соответственно. 

Заключение 

В представленном исследовании нульмер-

ные и одномерные ДБ в квадратной решетке β-

FPUT построены путем наложения локализую-

щих функций к ДНКМ I и II. Эти две ДНКМ 

входят в число 16 однокомпонентных ДНКМ, 

полученных Рябовым и Чечиным в [13], и их 

отличительной особенностью является то, что 

они имеют частоты выше фононного спектра. 

Одномерные ДБ локализованы вдоль линии (1), 

в то время как амплитуды колебаний частиц 

экспоненциально уменьшаются с удалением от 

этой линии в соответствии с уравнением (2). 

Нульмерные ДБ экспоненциально локали-

зованы на пересечении двух ортогональных 

линий (4), (5) в соответствии с уравнением (7). 

Стационарные ДБ получаются путем выбора 

точки локализации в высокосимметричных 

точках решетки. Параметры, определяющие 

степень пространственной локализации, выби-

раются таким образом, чтобы минимизировать 

энергию, излучаемую ДБ в течение переходно-

го периода (см. рис.3). Были получены четыре 

одномерных ДБ на основе ДНКМ I, два из них 

параллельны линии x = const, а два других па-

раллельны линии y = const. Были получены два 

одномерных ДБ на основе ДНКМ II, парал-

лельные линии y = x, см. рис.4. Были получены 

три нульмерных ДБ на основе ДНКМ I, локали-

зованные на пересечении линий x =const и y 

=const (см. рис.5). Были получены четыре нуль-

мерных ДБ на основе ДНКМ II, локализован-

ных на пересечении линий y = x и y = −x 

(см. рис.6). 

Если центр локализации ДБ смещен из вы-

сокосимметричного положения решетки, может 

образоваться движущийся ДБ. Нам удалось 

привести в движение только один ДБ, показан-

ный на рис.6в, сдвинув точку локализации из 

положения решетки вдоль линии y = x. 

В целом, в этом исследовании были пред-

ставлены следующие новые результаты. Впер-

вые метод построения дискретных бризеров 

был применен к квадратной решетке. В резуль-

тате впервые были описаны одномерные дис-
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кретные бризеры в квадратной решетке. Также 

было построено несколько новых нульмерных 

ДБ, включая движущийся ДБ. 
Наша работа демонстрирует, что долгожи-

вущие квазибризеры могут быть легко получе-
ны путем наложения локализующих функций к 
ДНКМ, которые имеют частоты за пределами 
фононного спектра. Этот метод может быть 
применен и к трехмерным решеткам. 
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