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Аннотация. Проведено исследование формирования микро- и нанокристаллических поверхностных сло-

ев сплавов при воздействии гетерогенных плазменных потоков по механизму возникновения и развития не-

устойчивости Кельвина-Гельмгольца на примере систем Ti–B и Ti–C–B. Особое внимание уделялось на-

чальной стадии ее развития, когда возмущения границы раздела сред считались синусоидальными. Течение 

первой и второй среды считались вязко-потенциальными. Из дисперсионного уравнения возмущений гра-

ницы раздела сред была получена зависимость скорости роста возмущений от волнового числа. Ее анализ 

показал, что в плоскости параметров (ε, m) существует восемь областей, в которых она может быть аппрок-

симирована приближенными зависимостями: αI ‒ IV, αI
/
 ‒ IV

/
. Из данных зависимостей получены связи волно-

вого числа, на которое приходится максимум скорости роста возмущений и характеристик материала, пара-

метров внешнего воздействия. Показано, что в зависимости от поперечной скорости второго слоя, соотно-

шения вязкостей и плотностей слоев относительные погрешности этих приближений составляют 1-12 %. 

Максимумы скорости роста возмущений поверхности раздела сред делятся на два типа: гидродинамический 

и вязкостно-обусловленный. Гидродинамический максимум, который возникает вследствие взаимного 

скольжения слоев, существует во всех областях на плоскости параметров (ε, m). Вязкостно-обусловленный 

максимум возникает в областях II и III при условии m > 0,4767, а также в II
/
 и III

/
 при m < 0,4767. В области I 

при условии )21/(4 m  гидродинамический и вязкостно-обусловленный максимум существуют одно-

временно. Полученные результаты были применены для процессов электровзрывного борирования и карбо-

борирования титана. Установлено, что на границе раздела титана и бора выполняется приближенная анали-

тическая зависимость   12
2 / 3 8 6ε ε(27 12ε) / 9(16 9)

m
x       с погрешностью 1 %, а максимум имеет 

гидродинамическое происхождение. Это же приближение выполняется и в случае карбоборирования на гра-

нице раздела «плазма/расплав». 

Ключевые слова: дисперсионное уравнение, неустойчивость Кельвина-Гельмгольца, коротковолновое 

приближение, титан, карбоборирование. 
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Abstract. A study of the formation of micro- and nanocrystalline surface layers of alloys under the action of het-
erogeneous plasma flows according to the mechanism of occurrence and development of Kelvin-Helmholtz instabil-
ity on the example of Ti–B and Ti–C–B systems was carried out. Special attention was paid to the initial stage of its 
development, when the disturbances of the interface were considered sinusoidal. The course of the first and second 
environments were considered visco-potential. The dependence of the growth rate of perturbations on the wave 
number was obtained from the dispersion equation of perturbations of the interface of media. Its analysis showed 
that in the parameter plane (ε, m) there are eight regions in which it can be approximated by approximate dependen-
cies: αI ‒ IV, αI

/
 ‒ IV

/
. From these dependencies, the relationships of the wave number, which accounts for the maxi-

mum of the growth rate of disturbances and the characteristics of the material, the parameters of external influence, 
are obtained. It is shown that, depending on the transverse velocity of the second layer, the ratio of viscosities and 
densities of layers, the relative errors of these approximations are 1-12 %. The maxima of the growth rate of distur-
bances at the interface of the media are divided into two types: hydrodynamic and viscosity-conditioned. The hy-
drodynamic maximum, which arises due to the mutual sliding of the layers, exists in all regions on the parameter 
plane (ε, m). The viscosity-conditioned maximum occurs in regions II and III under the condition m > 0.4767, as 

well as in II
/
 and III

/
 at m < 0.4767. In region I on condition )21/(4 m , the hydrodynamic and viscosity-

conditioned maximum exist simultaneously. The results obtained were applied to the processes of electro-explosive 
boration and carboboration of titanium. It is established that an approximate analytical dependence  

  12
2 / 3 8 6ε ε(27 12ε) / 9(16 9)

m
x        with an error of 1 % is performed at the interface of titanium and bo-

ron, and the maximum has a hydrodynamic origin. The same approximation is also performed in the case of car-
bonation at the plasma/melt interface. 

Keywords: dispersion equation, Kelvin-Helmholtz instability, short wave approximation, titanium, carboborat-

ing. 
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Введение 

Поверхностное легирование металлических 
материалов с использованием электрического 
взрыва проводников приводит к многократно-
му повышению их физико-механических 
свойств, таких как твердость, износостойкость 
[1, 2]. Особенно это относится к сплавам на ос-
нове титана, которые обладают низкой износо-
стойкостью, высокой склонностью к налипа-
нию, большим коэффициентом трения в паре 
практически со всеми материалами [3]. К на-

стоящему времени достоверно установлено, что 
электровзрывное легирование титана углеро-
дом и бором приводит к формированию много-
слойной структуры, имеющей градиентный ха-
рактер [4]. Она включает в себя многофазное 
покрытие (α-титан, β-титан, графит, частицы 
борида TiB и карбида TiС титана). Под данным 
покрытием располагается слой жидкофазного 
легирования, структура которого представлена 
ячейками высокоскоростной кристаллизации 
размерами порядка 100 нм и закономерным об-
разом зависит от расстояния до поверхности 
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обработки [4, 5]. На границе раздела поверхно-
стного и переходного слоев выявлено форми-
рование тонкого промежуточного слоя, обла-
дающего структурой ячеистой (размеры ячеек 
150-300 нм) и дендритной кристаллизации, на 
границах которой располагаются наноразмер-
ные частицы карбида титана [5]. 

Полученные данные свидетельствуют о 
том, что взаимодействие плазменного потока с 
поверхностью титанового сплава носит слож-
ный и многофакторный характер. При воздей-
ствии плазмы на обрабатываемое изделие про-
исходят расплавление поверхностного слоя, 
воздействие ударной волны, внедрение конден-
сированных частиц взрываемого проводника и 
последующая высокоскоростная кристаллиза-
ция. В расплавленных слоях при различных ус-
ловиях возникают разного рода гидродинами-
ческие неустойчивости, которые приводят к 
образованию вихрей. Эти вихри являются 
предвестниками образования градиентной 
структуры [6]. 

Среди гидродинамических неустойчиво-
стей, протекающих в жидких слоях, особую 
роль играет неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца. Она является мощным триггером, 
вызывающим нестабильность и турбулент-
ность: либо внутри одной жидкости посредст-
вом сдвига скорости, либо вдоль границы раз-
дела нескольких жидкостей [7-9]. Для выявле-
ния условий ее возникновения в микро- и нано-
диапазоне длин волн целесообразно рассмот-
реть начальную стадию, когда колебания гра-
ницы раздела «плазма/расплав» можно считать 
синусоидальными. Анализ этой стадии пока-
жет, возмущения с какой длиной волны (волно-
вым числом) будут иметь наибольшую вероят-
ность образования. Для ответа на этот вопрос 
необходимо получить дисперсионное уравне-
ние, из которого найти длину волны (волновое 
число), при которой будет наблюдаться макси-
мум зависимости скорости роста возмущений 
от длины волны (волнового числа). Именно эти 
возмущения будут иметь наибольшую вероят-
ность преобразовываться в вихри, которые, как 
уже говорилось выше, являются предвестника-
ми образования, микро- и наноструктур при 
воздействии плазменных потоков и других яв-
лений. Эта задача решена в работах [10, 11] пу-
тем численного анализа дисперсионного урав-
нения и показано, что зависимость скорости 
роста от длины волны имеет два максимума в 
микро- и нанодиапазоне, однако условия их по-
явления существования не найдены. 

Целью настоящей работы является поиск 
условий существования двухмодовой неустой-
чивости Кельвина-Гельмгольца и, как следст-
вие, появления структуры с бимодальным ха-
рактером распределения структурных элемен-
тов. Для достижения поставленной цели необ-
ходимо решить задачу поиска приближенных 
аналитических зависимостей скорости роста от 
волнового числа и границ их применимости в 
плоскости параметров внешнего воздействия и 
характеристик веществ. 

Анализ дисперсионного уравнения 

Рассмотрим линейную устойчивость гра-
ницы раздела между полубесконечными слоя-
ми вязких жидкостей. Первая жидкость с плот-
ностью ρ1 и кинематической вязкостью ν1 явля-
ется неподвижной. Вторая жидкость с плотно-
стью ρ2 и кинематической вязкостью ν2 движет-
ся в продольном направлении со скоростью u0. 
Возмущения будем представлять в виде про-

порциональном exp(ω )t ikx , где ω = α +iΩ – 

комплексная циклическая частота; k – волновое 
число; x – координата; t – время; α – скорость 
роста; Ω ‒ циклическая частота колебаний гра-
ницы раздела. Такое представление является 
оправданным, если амплитуда колебаний гра-
ницы раздела много меньше поперечного раз-
мера слоев. Неустойчивость наступает тогда в 
случае, когда действительная часть цикличе-
ской комплексной частоты Re(ω) > 0. Получе-
ние дисперсионного уравнения и его анализ для 
данного случая является сложной и нетриви-
альной задачей [12, 13], так как необходимо 
знать формы профилей скоростей в жидкостях. 
Для параболического профиля аналитическое 
решение дисперсионного уравнения невозмож-
но [13]. Поэтому прибегают к приближениям 
различного рода. Одним из наиболее интерес-
ных приближений является вязко-потен-
циальное [14, 15]. Согласно данному прибли-
жению, сдвиговые напряжения на границе раз-
дела жидкостей отсутствуют, а вязкость учиты-
вается только в уравнении баланса нормальных 
напряжений, так как волны на поверхности 
раздела индуцируются данными напряжениями 
[14]. Решение уравнений Навье-Стокса для ка-
ждого слоя, занимаемого жидкостью, прово-
дится с учетом только потенциальной состав-
ляющей вектора скорости. Дисперсионное 
уравнение, полученное в работах [14, 15-17], 
имеет вид: 
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00 / Rk , σ0 – межфазное поверхност-

ное натяжение; 
2 1μ=ρ /ρ . Отметим, что дис-

персионное уравнение (2) в случае ν2, равным 
нулю, совпадает с дисперсионным уравнением, 
полученным в работах [11, 16] c использовани-
ем приближения коротких волн. Решения (1) 
имеют вид: 

2 2

1,2 1
ω ( 2 )a ib a b c i c ab        .    (2) 

Действительная часть (2) будет определять 

скорость роста возмущений поверхности разде-

ла. Отделяя ее и выбирая такие решения (2), ко-

торые удовлетворяют условию Re(ω) > 0, полу-

чим: 
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дальнейшего анализа, также как и в работе [18], 
введем безразмерные переменные 

0/x k k% , 

0α α/α% , где 

2

1 0

0

0

μρ

σ (1 μ)

u
k 


, 

3 3/ 2

1 0

0 2

0

ρ μ
α

(1 μ) σ

u



. В 

результате зависимость (3) примет вид: 
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( )g x mx , 2( ) 1f x x x    , ν = ν2/ν1 ‒ соотно-

шение кинематических вязкостей. Здесь и далее 
знак «~» будем опускать. Функция (4) обраща-

ется в нуль при  4/1 2
0 mx . Это предельное 

волновое число, при котором еще реализуется 
неустойчивость. Для определения условий су-
ществования одного или двух максимумов 
уравнения (4) необходимо получение аналити-
ческой зависимости волнового числа, на кото-
рое приходится его максимум, от характери-
стик материала и параметров внешнего воздей-
ствия. Это является нетривиальной задачей. 
Поиск нулей производной (4) по x в общем 
случае приводит к алгебраическому уравнению 
9-й степени, решение которого возможно толь-
ко численными методами. Поэтому прибегнем 
к поиску приближенных зависимостей α от х. 
Для этого воспользуемся предложенным в ра-
боте [18] подходом, основанным на изучении 

взаимного расположения функций f(x), |f(x)| и 
g(x). 

На рис.1 представлены возможные вариан-
ты этого расположения. Они зависят от значе-
ния ε и знака m, определяемого соотношением 
кинематических вязкостей. Если ε находится в 
интервале от 0 до 1/4, то уравнение f(x) = 0 
имеет действительные корни в точках 

1,2 ( ) /1 1 4ε 2εx    , и реализуются си-

туации, представленные на рис.1а-б. Если ε > 
1/4, то f(x) > 0, тогда реализуются ситуации на 
рис.1в-г. 

Функции g(x) и |f(x)| пересекаются в точках 






2

4)1(1 2

2,1

mm
xm , а g(x) и f(x) в точ-

ках 





2

4)1(1 2

2,1

mm
xp . Условие каса-

ния прямой g(x) параболы -f(x) имеет вид: 

2

1ε ( ) (1 ) /4m m  .                    (5) 

При ε > 1/4 (или m < 0) условие касания 

прямой g(x) параболы f(x) имеет вид: 
2

2ε ( ) (1 ) /4m m  .                    (6) 

Графики зависимостей (5) и (6) представ-

лены на рис.2, где область I – 0 < ε < ε1(m); об-

ласть I
/
 – 0 < ε < ε2(m); область II ‒ ε1(m) < ε < 

0,25; область II
/
 ‒ ε2(m) < ε < 0,25; область III ‒ 

0,25 < ε < ε2(m); область III
/
 ‒ 0,25 < ε < ε1(m); 

область IV ‒ ε > ε2(m); область IV
/
 ‒ ε > ε1(m). 

Из данного рисунка следует, что существует 

восемь областей, в которых зависимость скоро-

сти роста от волнового числа (4) можно заме-

нить различными приближениями. Из этих 

приближенных зависимостей будут определены 

волновые числа, на которые приходятся их 

максимумы. 

Области I и I
/
 

В области I (рис.1а) функция g(x) пересека-

ет график функции |f(x)| в точках xp1, xm1, xm2, 

xp2. Если 0<x<xp1, то g(x) < |f(x)| и (5) можно за-

менить следующим приближением: 

 2
12 )( xxfx .                 (7) 

В интервале xp1< x< xm1 справедлива функ-

ция g(x) > |f(x)|, тогда (4) можно аппроксимиро-

вать следующим уравнением: 

  2

22 ( ) 1 ( ) / 2 ( )x g x f x g x x     .     (8) 
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                                                      a)                                                                              б) 

                                
                                                      в)                                                                                 г) 

Рис.1. Взаимное расположение функций f(x), |f(x)| и g(x) при 0 < ε < 1/4 (а – б) и при ε > 1/4 (в – г): 

1 ‒ f(x); 2 ‒ |f(x)|; 3 ‒ g(x) 

Fig.1. The relative position of the functions f(x), |f(x)| and f(x), |f(x)| at 0 < ε < 1/4 ((а – г) and at ε > 1/4 (д – ж): 

1 ‒ f(x); 2 ‒ |f(x)|; 3 ‒ g(x) 

 

Рис.2. Зависимости ε от m: 

1 – кривая (6); 2 – ε =1/4; 3 – кривая (7) 

Fig.2. Dependences of ε on m: 

1 – curve (6); 2 – ε =1/4; 3 – curve (7) 

В интервале xm1 < x <xm2 уравнение (4) ап-

проксимируется с помощью функции 

2

11
α ( ) ε( ) / (2 ( ) )x xxg x f x  .       (9) 

В интервале xm2 < x < xp2  уравнение (4) ап-

проксимируется (9), а в интервале x> xp2 урав-

нением (7). Таким образом, аппроксимирующая 

функция будет иметь вид: 



























.0,,);(

;,);(

;0,,);(

;,);(

;0,,0);(

212

2222

2111

1122

112

fgfxxx

gfxxxx

fgfxxxx

gfxxxx

fgfxxx

p

pm

mm

mp

p

I   (10) 

Данные зависимости представлены рис.3а. 
Функция (4) имеет два максимума: первый 
максимум аппроксимируется функцией (7), а 
второй ‒ функцией (9). В области I

/
 функция 

g(x) пересекает f(x) в точках xp1 и xp2. Если 
0<x<xp1, то g(x) < f(x) и функцию (4) можно за-
менить приближением (7), а в интервале xp1 <x< 
xp2 ‒ g(x) > f(x) приближение (8) не применимо, 
так как m < 0. Тогда g(x) необходимо заменить 
на |g(x)|. Приближенная зависимость скорости 
роста от волнового числа будет иметь вид: 

2

22

( )
( ) 1

2 ( )

f x
x g x x

g x

 
     

 
.      (11) 
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                                                        а)                                                                         б) 

Рис.3. Зависимости безразмерной скорости роста возмущений от безразмерного волнового числа 

при условиях: а – 0 < ε < ε1(m); m > 0; б – 0 < ε < ε2(m); m < 0; 1 – зависимость (4); 2 – зависимость 
12

( )x ; 

3 – зависимость 11( )x ; 4 ‒ зависимость 11( )x  

Fig.3. Dependences of the dimensionless growth rate of disturbances on the dimensionless wave number 

under the conditions: а – 0 < ε < ε1(m); m > 0; б – 0 < ε < ε2(m); m < 0; 1 dependence (4); 2 – dependence 
12

( )x ; 

3 – dependence 
11

( )x ; 4 ‒ dependence 
11

( )x  

Тогда аппроксимирующая функция будет 

иметь вид: 

12

22

12

1

1 2

2

( ); 0 ,

( ); , ;

( ); , .

I

p

p p

p

x x x f g

x x x x f g

x x x f g



   

     

  







   (12) 

Проверка с помощью уравнения (4) пока-
зывает, что при m = -0,39 и ε = 0,01 зависимость 
скорости роста от волнового числа имеет два 
максимума (рис.3б), а уравнение (12) может 
спрогнозировать значение первого максимума 
и минимума функции (4). Для нахождения ап-
проксимирующей функции, которая соответст-
вует второму максимуму, заменим в (9) f(x) на 
|f(x)|. Эта замена приводит к случаю, рассмот-
ренному выше. С учетом вышеуказанных фак-
тов зависимость (12) будет иметь такой же вид, 
как и (10), только g(x) необходимо заменить на 
|g(x)|. На рис.3б показано, что также как и в 
случае области I второй максимум (4) аппрок-
симируется функцией (14). Отметим, что при m 
> 1 или при m < -1 значения xp1, xm1, xm2, xp2 
меньше нуля и эти приближения неприменимы. 

Области II и II
/
 

Функция g(x) пересекает |f(x)| в области II 
только в двух точках xp1 и xp2 (рис.1б). Прибли-
женная зависимость α от х в данном случае мо-
жет быть представлена в виде: 


















.0,,);(

,,);(

,0,,0);(

212

2122

112

fgfxxx

gfxxxx

fgfxxx

p

pp

p

II    (13) 

В области II
/
 функции g(x) и f(x) не пересе-

каются (рис.1 г), тогда зависимость (4) может 
быть приближена функцией α12. 

Области III и III
/
 

Функция f(x) в этих областях больше нуля 
(рис.1в) и не имеет точек пересечения с осью 
абсцисс. В области III она пересекается с функ-

цией g(x) в точках 
1px  и 

2px . Тогда уравнение 

(4) аппроксимируется функцией (13), только 
|f(x)| необходимо заменить на f(x): 


















.0,,);(

,,);(

,0,,0);(

212

2122

112

fgfxxx

gfxxxx

fgfxxx

p

pp

p

III     (14) 

В области III
/
 функция g(x) не имеет точек 

пересечения с функцией f(x), а ее модуль |g(x)| 

пересекает f(x) в точках  






  2/4)1(1 2

2,1 mmxp . 

В этом случае уравнение (4) аппроксимируется 

следующей функцией (14), только )(22 x  заме-

няется на )(22 x , а xp1,2  на 2,1px . 

Области IV и IV
/
 

В областях IV и IV
/
 функции f(x), g(x) и 

|g(x)| не пересекаются (рис.1г). Функция (4) ап-
проксимируется функцией (7). Заметим, что 
при больших значениях ε ~ 10

8
 ÷ 10

10
 прибли-

жение (7) также является применимым. 

Поиск зависимостей xijm от характеристик 
материала и параметров внешнего 

воздействия 

Зависимость (7) 
Перейдем к нахождению приближенных 

аналитических зависимостей волнового числа, 

при которых наблюдаются максимумы зависи-

мостей от параметров внешнего воздействия и 
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характеристик материала в областях I и IV. Для 

этого сначала найдем максимум функции (7). 

Если ε = 0, то функция примет вид: 

12 1x x   , а ее максимум будет приходить-

ся на волновое число xm = 2/3. Учет вязкости 

приводит к тому, что для нахождения нулей 

производной (7) необходимо воспользоваться 

уравнением: 
3 28 (3 2) 0x x    . При ε > 1/4 

это уравнение имеет один действительный ко-

рень, соответствующий максимуму α12(x). Для 

нахождения его приближенного значения под-

ставим в него выражение xx  )3/2(  (где Δx 

– малая поправка) и разложим в ряд по Δx. От-

брасывая члены высокого порядка малости, по-

лучим: 

12

6ε ε(27 12ε)2 8

3 9 16ε 9
m

x
 

 


 
 
 

.      (15) 

При m = 0,1 и ε = 0,8 (область IV) значение 

12m
x  равно 0,4166, тогда как максимум (4) при-

ходится на волновое число xm = 0,4301. Относи-

тельная погрешность приближения (15) состав-

ляет 3 %. Этот максимум является гидродина-

мическим, так как при исчезающей вязкости он 

совпадает с максимумом скорости роста воз-

мущений поверхности идеальной жидкости. 

Приближение (15) адекватно и в случае ε < 1/4, 

например, при ε = 0,2 и m = 0,01 (область I на 

рис.2) значение 12m
x  составляет 0,5106, тогда 

как максимум (4) приходится на волновое чис-

ло 0,5121. Относительная погрешность состав-

ляет 0,3 %. Таким образом, следует заключить, 

что максимум функции (7) обусловлен взаим-

ным скольжением слоев. Вязкость вносит лишь 

незначительную поправку в значение x12m. 

Приближение (15) сохраняет свою адекват-

ность и в областях I
/
 и IV

/
 (рис.3б). Оно позво-

ляет с помощью неравенств 0< x <
1px  и 

x >
2px  определить область в плоскости пара-

метров (ε, m), где реализуется этот максимум: 

2 2(32ε 84ε 27) / 3(16ε 9) (50ε 64ε 243) / (6(24ε 25 4 ε(27 12ε) )m           .                 (16) 

При ε >> 1 производную (
12
  необходимо 

разложить в ряд по большим значениям ε и ог-

раничиться только первыми членами разложе-

ния. Тогда приближенное значение будет иметь 

вид: 

   
1 3 1 3

3 3

12 1 / 4 3(2 27ε) / 256ε 1 / 4 3(2 27ε) / 256ε
m

x        .                      (17) 

При ε = 10
4
 значение 12m

x  равно 0,037, то-

гда как максимум (4) приходится на волновое 

число xm = 0,035. Относительная погрешность 

составляет 6 %. 

Зависимость (9) 
Функция (9), как показывает рис. 3, ап-

проксимирует участок зависимости (4), соот-

ветствующий второму вязкостно-

обусловленному максимуму. Найдем условие 

его существования. Продифференцируем 

11
( )x  и приравняем производную к нулю. В 

итоге получим: 

 

2

3 22

2ε 3 4
β 0

ε 1

x x

x x

 
 

  
,            (18) 

где β 8 ε / m . Уравнение (18) сводится к 

уравнению шестой степени относительно х с 

двумя параметрами ε и β, исследование которо-

го трудоемко. Рассмотрим другой подход, ос-

нованный на однопараметрическом исследова-

нии первого слагаемого уравнения (18). Для 

этого рассмотрим функцию, заданную на пря-

моугольнике [
1mx ,

2mx ] x[0, 0,25]: 

 

2

2
3 2

2ε 3 4
( ,ε)

ε 1

x x
F x

x x

  


  
.               (19) 

Ее анализ показал, что при ε = 0,01 и в ин-

тервале 0,75 < F < 2,05 решение уравнения (18) 

содержит три корня, соответствующие первому 

максимуму, минимуму и второму максимуму. 

Таким образом, задача определения грани-

цы в области параметров, отделяющей области, 

где существует один и три корня, сводится к 

параметрическому анализу зависимости F(x, ε). 

Дифференцирование зависимости (19) по х и 

последующие преобразования приводят к сле-

дующему: 
2 3 2

4ε 10ε 16ε 3 6 0x x x x     .    (20) 

Корни уравнения (20) можно записать в 

виде разложения: 
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).(751,3832,1
1514,2

),(085,1168,0
3486,0

),(
3

8
2 2

03
2

02
2

01 





 OxOxOx   (21) 

Это позволяет вычислить βi = F(xi, ε): 

1
β 2 4ε;  2

1/2 3/2
β 7, 42ε 12, 041ε ;   

3/2 5/2

3
β 0,057ε 0,134ε .               (22)  

Так как корень x03 > x0, то значение β3 не 

принимаем во внимание. Тогда (22) примет 

вид: 

1

4 ε

1 2ε
m 


, 2 1/ 2 3/ 2

8 ε

7, 42 ε 12, 041ε
m 


.  (23) 

Как уже говорилось выше, кривая (5) явля-

ется верхним ограничением для приближения 

α11. Сравнение второго уравнения (23) и (5) по-

казало, что кривая m2 лежит выше кривой (5) и 

не может служить критерием перехода от од-

номодовой зависимости α( )x  к двухмодовой. 

Кривая m1 напротив, является границей области 

совместного существования гидродинамиче-

ского и вязкостно-обусловленного максимума. 

Для поиска приближенного значения волнового 

числа, которое соответствует второму макси-

муму, заменим функцию (19) приближенным 

выражением: 

 60201

6
0221

2

))((
)(

xx

xx
xF




 ,         (24) 

где 01x , 02x  – нули функции (19). В интервале 

01 02x xx   уравнение (18) примет вид: 

 )(2 xF .                    (25) 

Решение имеет вид: 

026

12

2
0102max11 )( xxxx 




 .      (26) 

Данное решение соответствует максимуму 

зависимости α11(x). При ε = 0,01 и m = 0,5 зна-

чение x11max = 4,2295, тогда как второй макси-

мум (4) наблюдается при xm = 3,7573. Относи-

тельная погрешность приближения (30) состав-

ляет 12,57 %. Алгоритм поиска максимума (9) 

при m < 0 аналогичный. Условие одновремен-

ного существования гидродинамического и 

вязкостно-обусловленного максимума имеет 

вид: 1 (4 ) /(1 2 )m      . Приближенное зна-

чение максимума также описывается выраже-

нием (26). 

Зависимость (8) 
Проанализируем области II (ε1(m) < ε < 0,25) и 

III (0,25 < ε < ε2(m)). Как указывалось выше, в 

них приближенная зависимость α от х может 

быть представлена в виде (15). Сначала рас-

смотрим область III. В этом случае зависимость 

(8) примет вид:  

   2
22 )(2/)((12/)( xxgxfxgx , (27) 

здесь δ – параметр, введенный для удобства 

расчетов. Для корня производной dα2/dx = 0 по-

лучим уравнение: 

;286)(

),()135(

2/3

2

mxmxxT

xTxx




   (28) 

Решение (28) при δ = 0 имеет вид: 

02
9 / 32

m
x m  . Аппроксимируем функцию 

T(x) рядом Тейлора вблизи x02m, тогда: 

.16,3

...;2/)()()(

21

2
022021





kmk

xxkxxkxT mm    (29) 

Ограничимся первыми двумя слагаемыми в 

зависимости (29), тогда (28) преобразуется к 

виду (δ = 1): 

3/1128/9)15,0( 22  mmx .     (30) 

Его положительный корень имеет вид: 

.4/)3/16125,1)2(

)2((

22

22





mm

mx m
   (31) 

Выражение (31) является важным, так как, 

во-первых, позволяет заключить, что единст-

венный максимум в зависимости α22(x) является 

вязкостно-обусловленным, и, во-вторых, даёт 

возможность решить аналитически неравенства 

1 22mpx x  и 
122m mx x  (

222m mx x и 
222m px x ), 

что определит область в плоскости параметров 

(ε, m), где реализуется этот максимум. Решение 

данных неравенств имеет вид:

4 5
ε < ε < ε ; 22

4 )512/63()1)(8/3(583264)256/964/3( mmmm  ; 

2 2

5ε 33 192( 1) / 512 3( 4) 154 160 64 / 256.m m m m m                               (32) 



Формирование микро- и наноструктур при электровзрывном карбоборировании титановых 

сплавов по механизму гидродинамических неустойчивостей 

 

BPMS. 2023; 20(3): 317–328 

325 

В области ε ≥ 0,25, используя (27), полу-

чим, что для параметра m выполняется нера-

венство m ≥ 0,749. Подставляя в уравнение (31) 

ε = 0,28 и m = 0,8, получим x2m = 0,6352, тогда 

как максимум функции (4) приходится на вол-

новое число 0,6245, что составляет 1,7 %. При-

ближение (31) выполняется и в области II   

(ε1(m) < ε < 0,25), при m ≥ 0,4767. Действитель-

но, если подставить ε = 0,07 и m = 0,5, то         

x2m = 0,7296, а максимум (4) приходится на вол-

новое число 0,6557, что составляет 10,1 %. 

Следует заметить, что хорошее согласие со 

значением волнового числа, на которое прихо-

дится максимум (4), в данной области наблю-

дается при ε > ε4(m). Если подставить ε = 0,2 и 

m = 0,5, то x2m = 0,496, а xm = 0,5617, что состав-

ляет 13,2 %. 

Аналогичный вывод проводится и для об-

ластей II
/
 и III

/
. Приближенная аналитическая 

зависимость 
22m

x от параметров задачи будет 

иметь вид: 

.2/)3/432/9)12/()12/(( 22
22  mmmx m                                     (33) 

Условие существования данного максимума будет иметь вид: 

5ε ε ;   
22

5ε 33 192( 1) / 512 3(4 ) 154 160 64 / 256m m m m m           .            (34) 

Неравенство (34) выполняется в области II
/
 

при условии m < -0,4767, а в области III
/
 – при 

m < -0,749. 

Таким образом, решена задача нахождения 

приближенных аналитических зависимостей 

волнового числа, на которое приходится мак-

симум скорости роста возмущений от парамет-

ров внешнего воздействия и характеристик ма-

териала, найдены границы их применимости. 

Условия формирования микро 
и наноструктур при электровзрывной 

обработке по механизму неустойчивости 
Кельвина-Гельмгольца 

Применим результаты, полученные в пре-

дыдущем разделе, к образованию микро и на-

ноструктур в титановом сплаве, подвергнутым 

электровзрывному легированию углеродом и 

бором. В таблице 1 представлены параметры 

материала подложки и взрываемых проводни-

ков (плотность ρ, кинематическая вязкость ν, 

поверхностное натяжение σ). 

Таблица 1. Физические характеристики 

материалов [19-22] 

Table 1. Physical characteristics of materials 

Характеристика Ti C B 

ρ, кг/м
3
 4120 1200 2468 

ν 10
-7

, м
2
/с 10,7  10,5 

σ, Н/м 1,402 0,34 1,2 

 

В таблице 2 приведен режим обработки, 

при котором получена градиентная структура. 
 

Таблица 2. Режимы электровзрывного 

легирования [23] 

Table 2. Modes of electro-explosive alloying [23] 

Параметр, единица измерения Значение 

Емкость конденсаторной 

батареи, мкФ 
1008 

Время импульса, мкс 100 

Диаметр сопла, мм 20 

Расстояние от сопла 

до поверхности, мм 
20 

Зарядное напряжение, кВ 2,2 

 
Сначала рассмотрим процесс электро-

взрывного борирования титана. По данным 
таблицы 1 кинематические вязкости титана и 
бора примерно одинаковы, поэтому их соотно-
шение ν ≈ 1. Межфазное поверхностное натя-
жение составляет 0,202 Н/м, а μ ≈ 0,6. Неустой-
чивость Кельвина-Гельмгольца в нанодиапазо-
не возможна при u0 > 36,2 м/с, а в микродиапа-
зоне при u0 > 11,43 м/с. В этом случае m = 0 и 
будет выполняться приближенная зависимость 
(7), которая будет иметь один максимум. При u0 
~ 40 м/с ε = 0,45 и будет выполняться прибли-

жение (15). Согласно этому 12m
x  = 0,4593 ( 12m

k  

= 5,62·10
6
 м

-1
), тогда как численное решение 

уравнения (5) показало, что xm = 0,4647 ( 12m
k  = 

5,68·10
6
 м

-1
), то есть относительная погреш-

ность составляет 1 %. 
Перейдем к изучению электровзрывного 

карбоборирования титана. Будем рассматривать 
границу раздела плазмы и расплава титана, ле-
гированного углеродом и бором. Считаем, что 
основное влияние углерода и бора проявляется 
в изменении поверхностного натяжения титана. 
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В первом приближении поверхностное натяже-
ние определим по правилу смеси: 

0 1 1 2 2 3 3
σ α σ α σ α σ   , где αi и σi ‒ относитель-

ное содержание i-го компонента и его поверх-
ностное натяжение. Плотность плазмы считаем 
равной 1 кг/м

3
, вязкость плазмы считаем рав-

ной нулю. Соотношение плотностей                     
μ = 2,43·10

-4
 << 1. Поперечную составляющую 

скорости определим с помощью решения вспо-
могательной задачи растекания плазмы по по-
верхности образца [25]. Для режима обработки, 
указанного в таблице 2, она составляет 
~697 м/с. В этом случае ε ≈ 0,0023, а m ≈ 0,001 

(область I на рис.2) и 12m
x  = 0,6404 ( 12m

k  = 

3,11·10
5
 м

-1
 ( 12m
  = 20,2 мкм)). Размеры элементов 

структуры на поверхности обработки [4, 5] 
имеют такой же порядок. Таким образом, сле-
дует заключить, что представленная модель яв-
ляется адекватной. 

Заключение 

Изучено формирование микро- и наност-
руктур в титановом сплаве при воздействии 
плазмы электрического взрыва углеродного во-
локна с навеской из порошка бора, на основе 
представлений о возникновении и развитии не-
устойчивости Кельвина-Гельмгольца. Проведе-
но исследование начальной стадии этой неус-
тойчивости для вязко-потенциального течения 
двух сред, на основе результатов которого сде-
ланы следующие выводы: 

1. С помощью предложенного в работе 
[19] метода анализа зависимости скорости рос-
та возмущений от волнового числа установлено 
существование в плоскости параметров ε и m 
восьми областей, в которых зависимость (4) 
может быть заменена на приближения (10), (12) 
– (14). 

2. Определены приближенные зависимо-
сти волнового числа, при котором наблюдается 
наиболее быстро растущая мода колебаний 
границы раздела сред от параметров внешнего 
воздействия и установлены границы их приме-
нимости. Показано, что зависимость (15) вы-
полняется во всех областях вне зависимости от 
знака m. Приближенная зависимость (26) вы-
полняется в областях I и I

/
 при выполнении ус-

ловия 4 ε / (1 2ε)m    (область I) или 

4 ε / (1 2ε)m     (область I
/
). В свою очередь, 

приближение (37) выполняется в областях II и 
III, а приближение (33) – в областях II

/
 и III

/
. 

Установлена граница одновременного су-

ществования гидродинамического и вязкостно 

обусловленного максимума: 4 ε / (1 2ε)m    

(область I) или 4 ε / (1 2ε)m     (область I
/
). 
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