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Аннотация. Дискретный бризер (ДБ) представляет собой пространственно-локализованную и периоди-

ческую во времени колебательную моду большой амплитуды в нелинейной решетке. Экспериментальные и 

молекулярно-динамических исследования подтвердили, что ДБ могут возбуждаться в различных кристалли-

ческих решетках, и при взаимодействии с точечными дефектами они могут снижать потенциальный барьер 

их миграции. Это в свою очередь может влиять на структуру кристалла и его свойства. В данной работе мо-

делируется нелинейный одномерный кристалл с частицами, взаимодействие которых описывается линей-

ным межчастичным и нелинейным локальным потенциалом. В кристалл с жестким или мягким типом нели-

нейности вводились ДБ в количестве от 1 до 7 и с амплитудой колебаний от 0,5 до 3. Было установлено, что 

количество ДБ в ансамбле не влияет на изменение теплоемкости, но при этом выявлена зависимость тепло-

емкости от задаваемой амплитуды колебаний ДБ. В случае мягкого типа нелинейности значение теплоемко-

сти увеличивается с ростом амплитуды колебаний, а при жестком типе нелинейности наблюдается обратная 

зависимость. Также было изучено влияние ансамбля, состоящего из ДБ с разной амплитудой колебаний. 

Получено выражение для определения теплоемкости в таких случаях. Данная работа показывает, что о при-

сутствии ДБ в кристаллах можно судить по их влиянию на теплоемкость. Для достижения этой цели пред-

стоит рассчитать концентрацию ДБ в кристалле как функции температуры. Развитие методов косвенного 

подтверждения существования ДБ в кристаллах является важной задачей ввиду отсутствия на сегодняшний 

день методов их прямого наблюдения. 
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Abstract. A discrete breather (DB) is a spatially localized and time-periodic high-amplitude oscillatory mode in 
a nonlinear lattice. Experimental and molecular dynamics studies have confirmed that DBs can be excited in various 
crystal lattices, and when interacting with point defects, they can reduce the potential barrier to their migration. This, 
in turn, can affect the structure of the crystal and its properties. In this paper, we model a nonlinear one-dimensional 
crystal with particles whose interaction is described by a linear interparticle and a nonlinear on-site potential. DBs 
were introduced into a crystal with a hard or soft type of nonlinearity in an amount from 1 to 7 and with an oscilla-
tion amplitude from 0.5 to 3. It was found that the number of DBs in the ensemble does not affect the change in heat 
capacity, but heat capacity depends on the DB oscillation amplitude. In the case of a soft type of nonlinearity, the 
heat capacity increases with an increase in the oscillation amplitude, and in the case of a hard type of nonlinearity, 
an inverse relationship is observed. The effect on the heat capacity of an ensemble consisting of DBs with different 
oscillation amplitudes was also studied. An expression is obtained for determining the heat capacity in such cases. 
This work shows that the presence of DBs in crystals can be judged from their effect on the heat capacity. To 
achieve this goal, it is necessary to calculate the DB concentration in the crystal as a function of temperature. The 
development of methods for indirect confirmation of the existence of DBs in crystals is an important task due to the 
lack of methods for their direct observation to date. 
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Введение 

Дискретными бризерами (ДБ) называются 
локализованные в пространстве и периодиче-
ские во времени колебательные моды в безде-
фектных нелинейных решетках [1]. В ряде ра-
бот была показана возможность существования 
ДБ в кристаллах [2-4], что привело к всплеску 
научного интереса к изучению ДБ и их свойств 
в кристаллах различного типа. В настоящее 
время концепция ДБ все чаще привлекается для 
объяснения различных физических эффектов в 
твердых телах. 

ДБ не излучают свою энергию в виде мало-
амплитудных колебаний (фононов), поскольку 

их частоты лежат вне спектра фононных коле-
баний кристалла [5]. Поэтому при исследова-
нии ДБ следует обратить внимание на следую-
щие нюансы – структуру фононного спектра 
изучаемого кристалла (наличие/отсутствие ще-
ли в фононном спектре) и каким образом час-
тота ДБ может выйти из фононного спектра 
кристалла. В простых структурах, таких как 
чистые металлы, щель в фононном спектре от-
сутствует, что допускает наличие ДБ только с 
частотами выше фононного спектра кристалла 
[6]. С другой стороны, кристаллы со сложной 
структурой могут иметь щель в фононном 
спектре, в этом случае возможно появление 
щелевых ДБ, то есть, ДБ с частотами колебаний 
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в щели фононного спектра. Стоит отметить, что 
частоты ДБ выходят из фононного спектра из-
за наличия ангармонизмов межатомных сил, 
приводящих к зависимости частоты колебаний 
атомов от амплитуды. ДБ может демонстриро-
вать два типа нелинейности – жесткий и мяг-
кий, при которых частота моды, соответствен-
но, увеличивается или уменьшается с ростом 
амплитуды [7]. 

Очевидно, что ДБ с мягким типом нели-
нейности возможны только в кристаллах со 
щелью в фононном спектре. В этом случае час-
тота ДБ отщепляется от верхнего края щели и, 
уменьшаясь с ростом амплитуды, входить в 
щель фононного спектра. Частоты щелевых ДБ 
с жестким типом нелинейности отходят от 
нижней границы щели фононного спектра и 
растут с увеличением амплитуды ДБ [10]. 

В кристаллах со сплошным спектром воз-

можно наличие ДБ только с жестким типом не-

линейности, когда частота ДБ растет с ампли-

тудой, отделяясь от верхнего края фононного 

спектра [11]. 
В случае, когда частота типа мягкой нели-

нейности уменьшается с ростом амплитуды, 
тип жесткой нелинейности характеризуется 
ростом частоты с увеличением амплитуды ДБ 
[12, 13]. Обычно ДБ с мягким типом нелиней-
ности существуют в двухатомных кристаллах с 
заметной разницей в атомных массах и имеют 
частоту внутри запрещенной зоны фононов. 
Этот тип бризера обычно локализуется на од-
ном легком атоме и его очень легко возбудить, 
просто введя начальную скорость или началь-
ное смещение для атома [14]. По этой причине 
такие типы ДБ широко исследовались во мно-
гих биатомных системах и хорошо изучены в 
литературе [15-17]. 

 

Рис.1. Диаграмма соответствия типа нелинейности 

(жесткий или мягкий) в зависимости 

от коэффициента β 

Fig.1. Correspondence diagram of the type of nonlinear-

ity (hard or soft) depending on the coefficient β 

Ожидается, что ДБ с жестким типом нели-

нейности и частотой выше спектра будут суще-

ствовать в одноатомных кристаллах с бесщеле-

вой полосой. До недавнего времени считалось, 

что в реальных кристаллах межатомные взаи-

модействия имеют тенденцию проявлять мяг-

кий тип нелинейности, и ДБ может существо-

вать только в пределах промежутка в фононном 

спектре кристалла. Однако возможность суще-

ствования ДБ с жестким типом нелинейности и 

частотами выше фононного спектра была про-

демонстрирована с помощью моделирования 

молекулярной динамики для Ni и Nb [18-19]. 

Позднее возможность существования ДБ с час-

тотами выше фононного спектра кристалла бы-

ла подтверждена для случая двумерного (2D) 

одноатомного кристалла с межатомным потен-

циалом Морзе [24]. 
Очень важно понять, как ДБ влияют на 

макроскопические свойства кристаллов. В экс-
периментальных исследованиях установлена 
связь аномалий теплового расширения [20] и 
теплоемкости [21] α-урана при высоких темпе-
ратурах с возбуждением ДБ. ДБ могут быть от-
ветственны за турбулентную динамику [22]. 

Цель данной работы – изучение влияние 
ансамблей ДБ с одинаковой и разной амплиту-
дой колебаний на теплоемкость одномерного 
нелинейного кристалла с мягким и жестким ти-
пом нелинейности. 

Детали моделирования 

Данное исследование проводилось при по-
мощи метода молекулярной динамики (МД). 
Данный метод позволяет определять эволюцию 
ансамбля атомов при помощи интегрирования 
уравнений их движения. Траектории атомов и 
молекул в этом методе определяются путем 
численного решения уравнений движения 
Ньютона для системы взаимодействующих час-
тиц, где силы между частицами и их потенци-
альные энергии рассчитываются с использова-
нием межатомных потенциалов или силовых 
полей молекулярной механики. 

Рассмотрим одномерную цепочку из 1000 
частиц с массой m , гамильтониан которой оп-
ределяется как 

   
2

2

1
2 2

n

n n nn n

mu s
H K P u u U u

        
 

&
,                                    (1) 

где K – кинетическая энергия, P – потенци-

альная энергия, 
n

u  – это смещение n-й частицы 

из ее положения в равновесном состоянии и   

n
u&  – скорость смещения n-й частицы (точка над 

буквой означает производную по времени). 

Частицы связаны со своими ближайшими сосе-
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дями упругими линейными связями с жестко-

стью s . В качестве нелинейного локального 

потенциала мы принимаем 

  2 4 6U k      ,            (2) 

где k – коэффициент перед гармоническим 
членом, а коэффициенты α и β определяют 
вклады от членов четвертого и шестого порядка 
соответственно. Без потери общности мы пола-
гаем m = 1, s  = 1, а для локального потенциала 
возьмем k = 1/2, α = ± 1/24, и β = 1/720. 

Отметим, что при α > 0 у нас имеется ло-
кальный потенциал с ангармонизмом жесткого 
типа, а при α < 0 локальный потенциал облада-
ет ангармонизмом мягкого типа при не очень 
больших амплитудах колебаний. С другой сто-
роны, для очень больших амплитуд колебаний, 
когда член шестого порядка доминирует, даже 
при α < 0, система демонстрирует ангармонизм 
жесткого типа, но этот случай здесь не рас-
сматривается. 

Уравнение движения, которое вытекает из 

гамильтониана: 

  3 5

1 1
2 2 4 6

n n n n n n n
mu s u u u ku u u      &&   .                                   (3) 

Эти уравнения интегрируются численно с ис-
пользованием метода Штормера шестого по-
рядка с шагом по времени τ = 10

-3
. В случае ко-

лебаний малой амплитуды нелинейными чле-
нами можно пренебречь, а решениями линеари-
зационного уравнения являются нормальные 
моды 

 n q
u ~ exp i qn t                   (4) 

с волновым числом q и частотой 
q

 . Эти моды 

подчиняются следующему дисперсионному со-
отношению: 

 2 2
1

q
k s cos q

m
     .            (5) 

Рассматриваемая цепочка поддерживает бегу-
щие волны (фононы) с малой амплитудой с 

частотами в пределах от min = 1 для q = 0 до 

max = 5 ≈ 2,236 для q = π. 

В случае ангармонизма жесткого типа       

(α = 1/24) в цепочке из N = 1000 частиц в мо-

мент времени t = 0 возбуждается мода с волно-

вым числом на границе зоны Бриллюэна (q = π) 

и амплитудой A, 

 n max
u Asin n t   .               (6) 

Для цепочки с ангармонизмом мягкого типа    

(α = −1/24) возбуждается мода с волновым чис-

лом в Γ-точке зоны Бриллюэна (q = 0) и ампли-

тудой A, 

 n min
u Asin t  .                    (7) 

Если амплитуда возбуждаемых мод не слиш-
ком мала, они являются модуляционно неус-
тойчивыми. Первоначально энергия равномер-
но распределяется между всеми частицами. 
Развитие неустойчивости приводит к локализа-
ции энергии, которую можно отслеживать, вы-
числяя параметр локализации 

 

2

2

n

n

e
L

e
 


,                           (8) 

где    
2

2

1
2 4

n

n n n n

mu s
e u u U u   

&
 – это 

энергия n-й частицы. 

В качестве меры температуры будет ис-

пользоваться усредненная кинетическая энер-

гия на атом: 
2

1

2

n

n

mu
K

N
 

&
.                        (9) 

Фактически, температура одномерной решетки 

равна 2
B

T K k , где 
58 617 10

B
k ,    эВK

-1
 – 

постоянная Больцмана. Теплоемкость всей це-

пи определяется следующим образом: 

T

H
C lim

T 





,                       (10) 

где ∆H – доля энергии, передаваемой сис-
теме, и ∆T – соответствующее увеличение тем-
пературы. Удельная теплоемкость определяется 
как теплоемкость на единицу массы в расчете 
на частицу. Поскольку в этом исследовании ис-
пользуются периодические граничные условия 
и тепловое расширение цепи не допускается, 
мы оцениваем удельную теплоемкость при по-
стоянном объеме. Проблема с использованием 
этого определения теплоемкости заключается в 
том, что наше моделирование выполняется при 
постоянной полной энергии H. Поэтому, в на-
ших расчетах удельная теплоемкость цепи при 
постоянном объеме характеризуется отношени-
ем: 

V

H
c

K
 ,                           (11) 

где H  и K  – полная энергия и кинетиче-
ская энергия цепи на атом, соответственно. В 
линейных системах прирост полной энергии 
равномерно распределяется между кинетиче-
ской и потенциальной энергиями, так что 

2H K  и 2
V

c  . В то время как в нелиней-

ных системах кинетическая и потенциальная 
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энергии могут быть разными и 
V

c  может от-

клоняться от этого значения. 
ДБ возбуждался при помощи задания сле-

дующих начальных условий: 

 
 

0
cosh

n

A
u

n



,        0 0

n
u & .       (12) 

Для моделирования ДБ выбирались пара-
метры начальных условий, представленные в 
таблице 1. По выбранной амплитуде A нахо-
дился параметр локализации ДБ Ɵ, при кото-
ром наблюдалось минимальной излучение 
энергии дискретным бризером. Для такого ДБ 
затем определялась частота его колебания ω. 

Таблица 1. Параметры ДБ, задаваемые при моделировании. A – амплитуда ДБ, Ɵ – степень локализации ДБ, 

ω – частота ДБ 

Table 1. DB parameters specified in the simulation. A is the BR amplitude, Ɵ is the degree of BR localization, 

ω is the BR frequency 

Мягкий тип нелинейности Жесткий тип нелинейности 

А Ɵ ω А Ɵ ω 

0,5 0,125 0,992 0,5 0,126 2,240 

0,75 0,186 0,983 0,75 0,190 2,244 

1 0,246 0,969 1 0,257 2,250 

1,25 0,305 0,952 1,25 0,326 2,259 

1,5 0,361 0,932 1,5 0,398 2,270 

1,75 0,414 0,908 1,75 0,475 2,283 

2 0,464 0,882 2 0,560 2,299 

2,25 0,511 0,854 2,25 0,658 2,318 

2,5 0,551 0,824 2,5 0,783 2,339 

2,75 0,585 0,793 2,75 0,933 2,369 

3 0,613 0,764 3 1,097 2,403 
 

Результаты и обсуждение 

На рис.2 представлен пример моделирова-

ния цепочки атомов с ансамблями ДБ одинако-

вой амплитуды, расположенными на одинако-

вом расстоянии друг от друга. 

На рис.3 представлены графики зависимо-

сти теплоемкости от амплитуды для ансамбля 

ДБ с мягким и жестким типом нелинейности. 

Были посчитаны теплоемкости для систем, со-

держащих от 1 до 7 ДБ. Можно заметить, что в 

случае системы, содержащей ДБ с мягким ан-

гармонизмом, теплоемкость увеличивается. Это 

происходит из-за того, что при увеличении ам-

плитуды частота колебаний наоборот уменьша-

ется, вследствие чего уменьшается и скорость 

частиц. Это приводит к уменьшению кинетиче-

ской энергии, находящейся в знаменателе, 

вследствие чего теплоемкость увеличивается. 

Противоположная ситуация наблюдается в слу-

чае ДБ с жестким типом нелинейности – с уве-

личением амплитуды растет и частота колеба-

ний, что приводит к увеличению кинетической 

энергии, и, как результат, уменьшается тепло-

емкость. 

 

Рис.2. Пример модели цепочки атомов, содержащей 

ансамбль из 3 ДБ с амплитудой равной 1, (а) мягкий 

ангармонизм, (б) жесткий ангармонизм. 

Красные точки показывают перемещения частиц, 

а синие – их энергии 

Fig.2. An example of an atomic chain model containing 

an ensemble of 3 DB with an amplitude of 1, (a) soft 

anharmonicity, (b) hard anharmonicity. The red dots 

show the movement of particles, and the blue dots show 

their energies 
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Рис.3. Зависимость теплоемкости от амплитуды для 
ансамбля дискретных бризеров с мягким (верхний 

график) и жестким (нижний график) ангармонизмом 

Fig.3. Heat capacity versus amplitude for an ensemble 
of discrete breathers with soft (upper graph) and hard 

(lower graph) anharmonicity 

Также из графиков видно, что изменение 

количества ДБ с одинаковой частотой никак не 

влияет на изменение теплоемкости. Поэтому в 

таблице 2 представлены общие значения тепло-

емкости для систем. 

Далее мы решили выяснить, как влияет на 

теплоемкость системы ансамбль ДБ с разной 

амплитудой. Пример такой системы представ-

лен на рис.4. 

В этих случаях были получены значения 

теплоемкости, не совпадающие с полученными 

ранее, а именно – для системы с мягким ангар-

монизмом теплоемкость равна 2,13, а с жест-

ким 1,97. 

Таблица 2. Значения теплоемкости, полной энергии и кинетической энергии системы с возбужденными ДБ 

в цепочках с мягким и жестким типом нелинейности 

Table 2. Values of heat capacity, total energy, and kinetic energy of a system with excited DBs in chains with soft 

and hard types of nonlinearity 

A 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75 3 

MV
C  2,01 2,0 2,0 2,1 2,1 2,1 2,1 2,2 2,3 2,3 2,4 

M
H  1,9 2,9 3,9 4,9 5,8 6,7 7,5 8,3 9,2 10,0 10,9 

M
K  0,9 1,5 1,9 2,3 2,8 3,1 3,5 3,7 4,1 4,3 4,6 

ЖV
C  2,0 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 

Ж
H  9,9 14,9 19,6 24,2 28,7 32,9 36,7 39,8 41,6 42,5 43,5 

Ж
K  4,9 7,5 9,8 12,2 14,5 16,7 18,7 20,4 21,5 22,2 23,0 

 

Рис.4. Цепочка атомов, содержащая ансамбль из трех ДБ с амплитудами 0,75, 1,5 и 2,25; 

(а) мягкий ангармонизм, (б) жесткий ангармонизм 

Fig.4. A chain of atoms containing an ensemble of three discrete breathers with amplitudes of 0.75, 1.5, 

and 2.25; (a) soft anharmonicity, (b) hard anharmonicity 
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Путем расчетов была выведена формула, 
позволяющая рассчитать теплоемкость такой 
системы без моделирования, используя уже 
рассчитанные значения, представленные в таб-
лице 2: 

i

V

i

i

i

H
C

K



,                     (13) 

где 
i

H  и 
i

K  – полная энергия и кинетиче-

ская энергия дискретных бризеров. 

Заключение 

По результатам проделанной работы мож-

но сделать следующие выводы: 

– как и предполагалось, ДБ в цепочке 

влияют на ее макроскопические свойства, в ча-

стности, в данном исследовании анализирова-

лась теплоемкость. В случае ДБ с жестким ан-

гармонизмом ДБ уменьшают теплоемкость. В 

обратном же случае, существование ДБ с мяг-

ким типом нелинейности увеличивает теплоем-

кость. Это объясняется тем, что при локализа-

ции ДБ с жестким типом нелинейности увели-

чивается частота колебаний (уменьшается в 

случае ДБ с мягким ангармонизмом) при уве-

личении амплитуды колебаний, что приводит к 

увеличению кинетической энергии за счет 

уменьшения потенциальной энергии. 

– было выяснено, что количество ДБ с оди-

наковой амплитудой никак не влияет на тепло-

емкость системы. Если ДБ в системе имеют 

разные значения амплитуд, теплоемкость равна 

отношению сумме полных энергий к сумме ки-

нетических энергий. 
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