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Аннотация. Методом молекулярной динамики исследовано влияние одномерной нелинейной колеба-
тельной моды на макроскопические свойства бездефектных ГЦК кристаллов (Al, Cu и Ni). Для описания 
взаимодействия между атомами использовались стандартные потенциалы на основе метода погруженного 
атома. В трехмерной расчетной ячейке нелинейная колебательная мода возбуждается при перемещении чет-
ных и нечетных атомов в противоположные стороны атомной цепочки вдоль плотноупакованного кристал-
лографического направления [10 1] . Амплитуды начальных смещений атомов изменялись в пределах 

0,05-0,5 Å. Амплитуды атомов экспоненциально уменьшаются с увеличением расстояния от возбужденной 
атомной цепочки. Полученные колебательные моды в Al, Cu и Ni имеют жесткий тип нелинейности, то есть 
их частота увеличиваются с увеличением амплитуды. Мода способна накапливать колебательную энергию в 
диапазоне от 0,9 до 3,4 эВ на один атом. Теплоёмкость или возможность сохранять энергию системы 
уменьшается для ГЦК металлов с увеличением амплитуды. Возбуждение одномерной нелинейной колеба-
тельной моды приводит к возникновению сжимающих напряжений, что соответствует тепловому расшире-
нию кристалла. Благодаря высокой степени пространственной локализации вдоль одного направления, рас-
смотренную одномерную колебательную моду можно считать линейным дискретным бризером. Расчеты, 
проведенные для монокристалла Ni с двумя различными расчетными ячейками, показали, что изменение 
размеров не влияет на характеристики линейного дискретного бризера. 

Ключевые слова: локализованная нелинейная колебательная мода, нелинейная динамика, молекулярно-
динамическое моделирование, теплоемкость, ГЦК кристаллы. 
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Abstract. The effect of a one-dimensional nonlinear vibrational mode on the macroscopic properties of defect-
free fcc crystals (Al, Cu, and Ni) was studied using the molecular dynamics method. Standard potentials based on 
the embedded atom method were used to describe the interaction between atoms. In a three-dimensional computa-
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tional cell, a nonlinear vibrational mode is excited by moving even and odd atoms in opposite directions of the 
atomic chain along the close-packed crystallographic direction [10 1] . The amplitudes of the initial atomic dis-

placements varied within 0.05-0.5 Å. The amplitudes of atoms decrease exponentially with increasing distance from 
the excited atomic chain. The obtained vibrational modes in Al, Cu, and Ni have a hard type of nonlinearity, i.e. 
their frequency increases with increasing amplitude. The mode is capable of accumulating vibrational energy in the 
range from 0.9 to 3.4 eV per atom. The heat capacity or the ability to store energy of the system decreases for fcc 
metals with increasing amplitude. Excitation of a one-dimensional nonlinear vibrational mode leads to the appear-
ance of compressive stresses, which corresponds to the thermal expansion of the crystal. Due to the high degree of 
spatial localization along one direction, the considered one-dimensional vibrational mode can be considered as a lin-
ear discrete breather. Calculations performed for a Ni single crystal with two different computational cells showed 
that a change in size does not affect the characteristics of a linear discrete breather. 

Keywords: localized nonlinear vibrational mode, nonlinear dynamics, molecular dynamics simulations, heat ca-
pacity, fcc crystals. 
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Введение 

Пространственно-локализованные моды – 
периодические во времени колебания атомов в 
бездефектной кристаллической решетке полу-
чили название дискретных бризеров (ДБ). Воз-
можность возбуждения таких локализованных 
колебательных мод в кристаллах впервые было 
установлено Долговым и Сиверсом в 1980-х 
годах [1, 2]. Дальнейшее изучение [3] привело к 
пониманию того, что дискретность и нелиней-
ность среды являются двумя необходимыми 
условиями для их возбуждения. 

Условно, нелинейные колебательные моды 
кристаллической решетки можно разделить на 
два типа: 

а) локализованные, которые ограничены в 
определенной области кристалла, а за ее преде-
лами колебания атомов экспоненциально 
уменьшаются с увеличением расстояния; 

б) делокализованные, которые не ограни-
чиваются определённой областью кристалла и 
распространяются вдоль одного, двух, или трех 
направлений. 

Одним из механизмов возбуждения ДБ в 
кристаллах является спонтанное возникновение 
в результате модуляционной неустойчивости 
фононной коротковолновой колебательной мо-
ды [4], амплитуда которой не слишком мала 
(порядка 9-15 % от межатомного расстояния). 
Получение таких фононных коротковолновых 
или делокализованных нелинейных колеба-
тельных мод (ДНКМ) в динамических системах 
с дискретной симметрией было впервые пред-

ложено в 1998 году Г.М. Чечиным и В.П. Сах-
ненко [5]. Предметом их исследования являлась 
«нормальная мода» или ДНКМ, которая пред-
ставляет собой точное решение нелинейных 
динамических уравнений [4]. Структура мод 
определяется теоретико-групповыми методами. 
При выводах уравнений движения атомов учи-
тывается только симметрия решетки, поэтому 
существование ДНКМ не зависит от типа меж-
атомного потенциала, используемого при мо-
делировании. 

ДБ были изучены в чистых металлах и 
упорядоченных сплавах с различной кристал-
лической решеткой [6-10]. Все исследованные к 
настоящему времени ДБ в чистых металлах 
имеют одинаковую структуру. А именно, ДБ 
локализованы в плотноупакованном ряду при-
мерно из десятка атомов. Амплитуды колеба-
ний атомов экспоненциально уменьшаются по 
мере отклонения от ядра ДБ, что подчеркивает 
его пространственную локализацию. Частота 
ДБ превышает верхний край фононного спек-
тра и увеличивается с увеличением амплитуды 
колебаний. 

Интерес к исследованию ДБ в физике твер-
дого тела, обусловлен их способностью локали-
зовать колебательную энергию, которая может 
достигать значений в несколько эВ на атом. ДБ 
могут быть подвижными и перемещаться на 
значительные расстояния вдоль плотноупако-
ванного направления, а энергия их колебатель-
ного движения может расходоваться, в частно-
сти, на изменение дефектной структуры кри-
сталла. Теоретически предсказанные ДБ впо-
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следствии были экспериментально обнаружены 
в нелинейных дискретных системах различной 
физической природы [3], а также в кристаллах 
[11-13]. 

При изучении нелинейных явлений в кри-
сталлах большое значение имеет их простран-
ственная размерность. Существуют как одно-
мерные кристаллы, так и двумерные, однако 
подавляющее большинство кристаллов, ис-
пользуемых на практике, трехмерны. В одно-
мерных кристаллах, локализованные в про-
странстве ДБ естественно считать нульмерны-
ми объектами. В двумерных кристаллах воз-
можны как нульмерные ДБ, то есть простран-
ственно-локализованные вдоль обоих коорди-
натных направлений, так и одномерные ДБ, де-
локализованные вдоль одного направления и 
локализованные вдоль другого. В трехмерных 
кристаллах возможно существование как нуль-
мерных, одномерных так и двумерных ДБ. В 
последнем случае возбуждение атомов проис-
ходит вдоль некоторой плоскости, причем, с удале-
нием от этой плоскости, амплитуда их колебаний 
экспоненциально уменьшается [7, 14-17]. В 
трехмерных кристаллических решетках (в чис-
тых металлах и упорядоченных сплавах) свой-
ства нульмерных ДБ изучены в работах [6-9]. 
Возможность существования одномерных ДБ, 
возбужденных во всем плотноупакованном 
атомном ряду трехмерного кристалла исследо-
валась в [9], а двумерных ДБ в работе [18]. 

Целью настоящей работы является иссле-
дование влияния одномерной ДНКМ на макро-
скопические свойства (теплоемкость и тепло-
вое расширение) ГЦК кристаллов (Al, Cu и Ni) 

с помощью молекулярно-динамического моде-
лирования. 

Методика моделирования 

Молекулярно-динамическое моделирова-
ние выполнялось с использованием пакета про-
грамм LAMMPS. Межатомные взаимодействия 
в Al, Cu и Ni моделируются с помощью потен-
циалов, основанных на методе погруженного 
атома [20, 21], который широко применяется 
для исследования различных эффектов в кри-
сталлической решетке [6, 7, 9, 18, 21, 22]. 

Чтобы изучить влияние размера расчетной 
ячейки на результаты моделирования, рассмат-
ривались две разных ячейки: монокристаллы c 
большей расчетной ячейкой обозначались как 
Ni, Cu, Al, а с меньшей как Ni*, Cu*, Al*. 

Данные, касающиеся размеров расчетной 
ячейки, числа атомов, постоянных решетки и 
верхнего края фононного спектра для выбран-
ных ГЦК-металлов, представлены в таблице 1. 
Шаг по времени моделирования был выбран 
равным 1 фс. Периодические граничные усло-
вия использовались вдоль всех трех ортого-
нальных направлений расчетной ячейки. Все 
расчеты проводились при нулевой начальной 
температуре Т = 0 К с использованием термо-
динамического ансамбля NVE (постоянное 
число атомов, объем и энергия). Поскольку те-
пловые флуктуации атомов существенно влия-
ют на свойства ДБ, была выбрана нулевая тем-
пература. Продолжительность моделирования 
ограничивалась 20000 шагами по времени (со-
ответствует 20 пс), что оказалось достаточным 
для наблюдения изучаемых явлений. 

Таблица 1. Размеры расчетной ячейки вдоль осей x, y и z, число атомов (N), постоянная решетки a0 
при Т = 0 К и верхний край фононного спектра (ν) для Al, Cu и Ni 

Table 1. The dimensions of the computational cell along the x, y and z axes, the number of atoms (N), the lattice 
constant a0 at Т = 0 К and the upper edge of the phonon spectrum (ν) for Al, Cu and Ni 

Металл Расчетная ячейка (Å) N a0 (Å) ν (ТГц) 
Ni 138,0×109,6×67,1 92928 3,54 10,3 
Cu 141,7×112,5×68,4 92928 3,62 7,9 
Al 157,6×125,1×76,1 92928 4,05 10,0 

Ni* 69,0×54,8×67,1 23232 3,54 10,3 
Cu* 79,4×63,0×77,2 23232 3,62 7,9 
Al* 79,4×63,0×77,2 23232 4,05 10,0 

 
Одномерная ДНКМ в трехмерной расчет-

ной ячейке возбуждалась в плотноупакованном 
атомном ряду вдоль кристаллографического 

направления [101]  в пределах плоскости (111). 

Нечетные и четные атомы ряда смещались на-
встречу друг другу из своих решеточных поло-
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жений в ГЦК-решетке, как показано на рисун-
ке 1. Амплитуды начальных смещений атомов 
из равновесных положений изменяются в пре-
делах 0,05-0,50 Å. Эти значения выбраны пото-
му, что, как показывают результаты моделиро-
вания, время «жизни» колебательной моды вне 
указанного интервала амплитуд ограничено 
всего несколькими колебаниями. Остальные 
атомы в расчетной ячейке имеют нулевые на-
чальные смещения, и все атомы имеют нулевые 
начальные скорости. 

 

Рис.1. Делокализованная нелинейная колебательная 
мода в ГЦК-решетке вдоль плотноупакованного 

кристаллографического направления [10 1] . Атомы, 

смещенные относительно их равновесного решеточ-
ного положения, показаны желтым цветом. 

Остальные атомы в расчетной ячейке отображаются 
зеленым 

Fig.1. Delocalized nonlinear vibrational mode in an fcc 
lattice along the close-packed crystallographic direction 

[10 1] . Atoms displaced from their equilibrium lattice 

sites are shown in yellow. The other atoms in the com-
putational cell are displayed in green 

Результаты и обсуждение 

В работе использовался механизм спонтан-
ного возникновения ДБ в результате модуляци-
онной неустойчивости одномерной ДНКМ, по-
казанной на рисунке 1. Для того, чтобы ДБ не 
излучал свою энергию в кристаллическую ре-
шетку, его частота должна превышать верхний 
край фононного спектра кристалла (табл.1). Это 
явление возможно, благодаря высокой степени 
пространственной локализации вдоль плотно-
упакованного кристаллографического направ-
ления [101] . Поэтому, такую одномерную 
ДНКМ можно рассматривать как одномерный 
(линейный) ДБ. В работе [9] были проведены 

исследования, которые показали, что макси-
мальное время жизни (количество шагов по 
времени) исследуемого одномерного ДБ нахо-
дилось в диапазоне от 15 до 17 пс, что соответ-
ствует 140-160 колебаниям. Для сравнения за-
висимость времени жизни от начальной ампли-
туды с меньшей расчетной ячейкой Ni* пред-
ставлена на рис.2а. Как видно, для монокри-
сталла Ni уменьшение ячейки моделирования 
практически не влияет на время жизни одно-
мерного ДБ. 

Зависимость частоты колебаний одномер-
ного ДБ как функция начальной амплитуды ко-
лебаний, рассчитанная для Ni, Cu, Al, пред-
ставлена рис.2б. В интервале амплитуд от 0,05 
до 0,225 Å наблюдается незначительное увели-
чение частоты атомных колебаний, с времена-
ми жизни ДБ менее 1,5 пс. Это соответствует 
случаю, когда частота колебаний атомов 
ДНКМ находится ниже верхней границы фо-
нонного спектра. При амплитудах выше 0,25 Å 
происходит значительный рост частоты, что 
связано с жесткостью используемых межатом-
ных потенциалов и соответствует жесткому ти-
пу нелинейности в металлах. Частоты колеба-
ний, полученные для расчетных ячеек Ni и Ni*, 
полностью совпадают. Получить устойчивые, 
периодические по времени колебания атомов в 
алюминии и меди с малой расчетной ячейкой 
Al* и Cu* не удалось. 

На рисунке 3 показана зависимость компо-
ненты напряжения σyy, возникающей в расчет-
ной ячейке при возбуждении одномерного ДБ, 
от начальной амплитуды. При этом, значения 
остальных компонент напряжений σxx и σzz 
очень малы. Таким образом, возникает только 
напряжение σyy за счет локализованных колеба-
ний в цепочке атомов, согласно выбранной 
геометрии ДНКМ (см. рис.1). Например, на-
пряжений σyy могут достигать значений 0,16, 
0,08 и 0,04 ГПа при начальной амплитуде 
0,50 Å для Ni, Cu, Al, соответственно. Сжи-
мающее напряжение σyy увеличивается с увели-
чением начальной амплитуды, а это соответст-
вует тому, что возбуждение одномерного ДБ 
вызывает тепловое расширение кристалла. 
Увеличение размера расчетной ячейки приво-
дит к уменьшению напряжения σyy в кристалле, 
поскольку напряжение обратно пропорцио-
нально площади поверхности стенок ячейки. 
Иначе говоря, большему монокристаллу соот-
ветствует бóльшая площадь поверхности сте-
нок, то есть меньшие значения напряжения. 
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Рис.2. Зависимость времени жизни (a) и частоты колебаний атомов (б) от начальной амплитуды, 
рассчитанная для одномерного ДБ в Al, Cu и Ni 

Fig.2. Dependence of the lifetime (a) and vibrational frequency of atoms (b) on the initial amplitude, 
calculated for one-dimensional DB in Al, Cu and Ni 

 

Рис.3. Зависимость компоненты напряжения σyy от начальной амплитуды, рассчитанная для одномерного 
ДБ в Al, Cu и Ni 

Fig.3. Dependence of the stress component σyy on the initial amplitude calculated for one-dimensional DB 
in Al, Cu and Ni 

Оценим вклад одномерного ДБ в теплоем-
кость кристалла путем определения отношения 

полной энергии системы totalE  к усредненной 

кинетической энергии за период колебаний kE  

по следующей формуле: 

1 ptotal

k k

EE
C

E E
   .                 (1) 

В гармонических системах p kE E , где 

pE  – усредненная потенциальная энергия за 

период, что соответствует С = 2. Однако в не-

линейных системах p kE E , что приводит к 

тому, что C ≠ 2. Поэтому отклонение от равен-
ства C = 2 служит характеристикой нелинейно-

сти колебательной моды, что также связано с 
теплоемкостью кристалла. 

Зависимость отношения С от начальной 
амплитуды, рассчитанное для одномерного ДБ 
для в Al, Cu и Ni представлена на рисунке 4. 
При малых значениях амплитуд нелинейность 
колебательной моды достаточна мала и состав-
ляет менее 1 %. Это связано с тем, что в этом 
интервале амплитуд частота колебаний атомов 
находится ниже верхней границы фононного 
спектра. С ростом амплитуды у одномерного 
ДБ в ГЦК металлах, характеризующегося жест-
ким типом нелинейности, наблюдается умень-
шение отношения С. Как видно на рисунке 4, 
возможность сохранять энергию системы наи-
более проявляется у атомов Al. Кроме того, из-
менение размеров расчетной ячейки для Ni не 
влияет на величины параметра нелинейности C, 
которые в Ni и Ni* полностью совпадают. 
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Рис.4. Зависимость отношения С, характеризующе-
го нелинейность системы, от начальной амплитуды, 

рассчитанная для одномерного ДБ в Al, Cu и Ni 

Fig.4. Dependence of the ratio C, characterizing 
the nonlinearity of the system, on the initial amplitude, 

calculated for one-dimensional DB in Al, Cu and Ni 

На рисунке 5 показана зависимость кине-
тической энергии на атом от начальной ампли-
туды. Как видно, кинетическая энергия растет 
пропорционально квадрату амплитуды. Одно-
мерные ДБ, обладающие наибольшим време-
нем жизни, имеют установившиеся амплитуды 
колебаний в диапазоне 0,25-0,4 Å и способны 
аккумулировать до 0,5-1,4 эВ энергии на атом. 
При этом максимальные значения кинетиче-
ской энергии наблюдаются при наибольших 
амплитудах и равны 3,4, 1,6 и 0,9 эВ на атом 
для Ni, Cu, Al соответственно. Таким образом, 
одномерный ДБ, возбужденный в Ni, может ак-
кумулировать больше колебательной энергии 
по сравнению с Al и Cu. Размер расчетной 
ячейки не оказал значительного влияния на ве-
личину кинетической энергии. 

 

Рис.5. Зависимость кинетической энергии на атом 
от начальной амплитуды смещений, рассчитанная 

для одномерного ДБ в Al, Cu и Ni 

Fig.5. Dependence of the kinetic energy per atom on the 
initial displacement amplitude, calculated for one-

dimensional DB in Al, Cu and Ni 

Выводы 

Впервые исследовано влияние одномерной 
колебательной моды на свойства трехмерных 
бездефектных ГЦК монокристаллов (Ni, Cu, и 
Al) с использованием молекулярно-
динамических методов. Атомы ДНКМ, возбуж-
даемые вдоль плотноупакованного кристалло-
графического направления [101], во всех рас-

сматриваемых ГЦК-металлах из-за низкой дис-
сипации колебательной энергии колеблются с 
амплитудами, значительно превышающими 
амплитуды соседних атомов. Поэтому этот ре-
жим ввиду его высокой степени пространст-
венной локализации можно рассматривать как 
одномерный ДБ. 

– Исследованные одномерные ДБ во всех 
трех ГЦК-металлах (Ni, Cu, и Al) демонстри-
руют жесткий тип нелинейности, характери-
зующийся увеличением частоты с ростом на-
чальной амплитуды колебаний. 

– Время жизни такого ДБ существенно за-
висит от начальной амплитуды колебаний. 
Максимальные времена жизни могут достигать 
15-17 пс. 

– Возбуждение одномерного ДБ приводит 
к появлению сжимающего напряжения σyy, что 
соответствует тепловому расширению кристал-
ла. 

– С ростом амплитуды у одномерного ДБ 
наблюдается уменьшение соотношения С, ха-
рактеризующего нелинейность системы. Эта 
характеристика проявляется в способности со-
хранять колебательную энергию и наиболее 
обнаруживается у атомов Al. 

– В исследованном интервале амплитуд, 
одномерный ДБ может аккумулировать колеба-
тельную энергию 0,9-3,4 эВ на атом. 

– Изменение размера расчетной ячейки не 
влияет на результаты моделирования для Ni. 

Результаты, полученные в настоящей рабо-
те, могут быть полезны для постановки экспе-
риментов, направленных на обнаружение ДБ в 
кристаллах путем измерения их макроскопиче-
ских свойств. 
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