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Аннотация. Проведена адаптация термодинамических моделей неоднородных сред для их использова-
ния при изучении наноразмерных систем. Предложена аналитическая модель взаимодействия газовой фазы 
со стенками наноразмерных пор и вакансионных кластеров в твердых телах. Показана возможность при-
ближенного учета межфазного взаимодействия при расчете свободной энергии системы и давления газа пу-
тем введения в уравнение состояния дополнительных слагаемых. Для приближенного расчета этих слагае-
мых в настоящей работе предложены простые формулы, позволяющие выполнить оценку адсорбционной 
поправки к свободной энергии в наноразмерных газовых пузырях аналитически. При этом взаимодействие 
атомов газа и стенок описывается с использованием потенциала Леннарда-Джонса. Разработанная модель 
использована для исследования состояния гелия, водорода и аргона в нанопорах вольфрама. Установлено, 
что взаимодействие со стенками дает весьма существенный вклад в свободную энергию газа, относительная 
доля которого сильно зависит от параметров уравнения состояния и потенциала взаимодействия молекул га-
за со стенками. Проведенный анализ указывает на необходимость учета "стеночных" поправок при исследо-
вании состояния газов. Полученные результаты свидетельствуют о существенном вкладе энергии взаимо-
действия фаз в свободную энергию газа даже при сравнительно больших значениях радиусов пор в десятки 
и сотни нанометров. Влияние взаимодействия молекул газа со стенками пор на давление газа оказывается 
более слабым. Для всех рассмотренных случаев пренебрежение межфазным взаимодействием при расчете 
давления газа возможно, если радиус поры составляет не менее десяти нанометров. Полученные результаты 
могут быть полезны при исследовании давления газа в нанопорах твердых тел, например, в задачах плазмо-
химии поверхности, управляемого термоядерного синтеза, порошковой металлургии. 
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Abstract. Thermodynamic models of inhomogeneous media are adapted for their use in the study of nanoscale 
systems. An analytical model of gas phase interaction with the walls of nanoscale pores and vacancy clusters in sol-
ids is proposed. The possibility of an approximate accounting of interphase interaction in the calculation of the free 
energy of the system and gas pressure by introducing additional summands into the equation of state is shown. For 
the approximate calculation of these summands, simple formulas are proposed in the present work, which allow us 
to estimate the adsorption correction to the free energy in nanoscale gas bubbles analytically. In this case, the inter-
action between gas atoms and walls is described using the Lennard-Jones potential. The developed model is used to 
study the states of helium, hydrogen, and argon in tungsten nanopores. It is found that the interaction with walls 
gives a very significant contribution to the free energy of the gas, the relative fraction of which strongly depends on 
the parameters of the equation of state and the interaction potential of gas molecules with walls. The analysis points 
to the necessity of taking into account "wall" corrections in the study of gas states. The results obtained indicate a 
significant contribution of the phase interaction energy to the gas free energy, even at relatively large values of pore 
radii of tens and hundreds of nanometers. The influence of the interaction of gas molecules with pore walls on the 
gas pressure is weaker. For all the cases considered, neglecting the interfacial interaction when calculating the gas 
pressure is possible if the pore radius is at least ten nanometers. The results obtained can be useful in the study of 
gas pressure in nanopores of solids, for example, in the problems of surface plasma chemistry, controlled thermonu-
clear synthesis, and powder metallurgy. 
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Введение 

Задача моделирования состояния вещества 
второй фазы в неоднородных твердых телах 
возникает при описании фазовых переходов 
первого рода [1], расчете усредненных свойств, 
распределения напряжений и деформаций в 
композиционных материалах [2], исследовании 
устойчивости и механического разрушения 
стенки при взаимодействии с плазмой [3]. При 
моделировании предполагается, что фазы, объ-
емные свойства которых известны, разделены 
некоторой идеализированной поверхностью, 
граничные условия на которой задаются исходя 
из условий задачи. При этом задача о распреде-
лении напряжений в неоднородном твердом те-

ле сводится к краевой задаче теории упругости 
однородной сплошной среды. 

В ряде задач, однако, приходится иметь де-
ло с наноразмерными включениями, представ-
ляющими собой кластеры из нескольких десят-
ков или сотен атомов. Экспериментальное ис-
следование таких систем весьма ограничено. 
Поскольку размеры частиц могут быть опреде-
лены лишь с точностью до межатомных рас-
стояний, для кластеров малого размера объем 
может быть найден лишь с ограниченной точ-
ностью, которая тем меньше, чем меньше кла-
стер. Вместе с объемом не могут быть рассчи-
таны с достаточной точностью плотность, дав-
ление, сжимаемость наночастицы, коэффици-
ент поверхностного натяжения межфазной гра-
ницы и другие характеристики вещества. По-
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этому базовым методом теоретического иссле-
дования таких систем является атомистическое 
моделирование. В то же время, для планирова-
ния численных и лабораторных экспериментов 
и анализов их результатов целесообразно ис-
пользование упрощенных аналитических моде-
лей, основанных на термодинамическом описа-
нии нанокластера и межфазной границы. На-
пример, к такому описанию прибегали авторы 
работ [4, 5] для расчета давления газа в порах 
компактированных порошковых материалов, а 
в работе [6] термодинамическая модель исполь-
зовалась для описания состояния газа в порах 
металлов при взаимодействии плазмы со стен-
кой. Следует заметить, что размеры частиц и 
связанные с ними величины при таком описа-
нии являются неизвестными параметрами зада-
чи, которые не могут быть надежно измерены 
экспериментально. Поэтому актуальным пред-
ставляется адаптация термодинамических мо-
делей неоднородных сред для их использова-
ния при изучении наноразмерных систем. 

Уравнение состояния газа в нанопорах 

Свободная энергия F газа определяется вы-
ражением 

lnF kT Z ,                        (1) 

где k – постоянная Больцмана, T – темпера-
тура, Z – статистическая сумма. В пренебреже-
нии квантовым характером движения молекул 
при вычислении Z суммирование по состояни-
ям можно заменить интегрированием по фазо-
вому пространству: 

1
1
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exp ,...,N
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     ,     (2) 

где xi = {ri, pi} – координаты i-й молекулы 
в пространстве координат r и импульсов p, H – 
гамильтониан. Разделение переменных позво-
ляет представить статистический интеграл в 
виде произведения [7] 
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Интеграл по пространству импульсов легко 
вычисляется, в то время как расчет конфигура-
ционного интеграла обычно связан с опреде-
ленными трудностями, связанными с невоз-
можностью факторизации подынтегрального 

выражения. Подстановка выражения (3) в (1) 
позволяет представить свободную энергию в 
виде суммы двух слагаемых, первое из которых 
равно объемной плотности свободной энергии 
идеального газа Fig и может быть найдено в 
любом учебнике по статистической физике, а 
второе при делении на объем газа дает величи-
ну Fс, возникновение которой обусловлено не-
идеальностью газа. Для расчета Fc могут быть 
привлечены различные приближенные методы. 
Для газов малой и умеренной плотности, рас-
сматриваемых в настоящей работе, может быть 
использовано вириальное разложение [7]: 

2 ...
2c

C
F NkT nB n

    
 

,               (4) 

где B, C, … – вириальные коэффициенты, 
которые зависят от температуры, но не зависят 
от плотности газа. Значения вириальных коэф-
фициентов для большинства газов, представ-
ляющих практический интерес, можно найти в 
справочниках. 

Приведенные выше выражения для сво-
бодной энергии могут быть использованы при 
расчете свободной энергии газа в ограниченном 
сосуде или пузыре не слишком малого размера. 
Свободная энергия системы сосуд–газ при этом 
может быть представлена в виде суммы сво-
бодной энергии газа, создающего в сосуде не-
которое давление p и свободной энергии де-
формированного под действием этого давления 
сосуда. При рассмотрении ансамбля нанораз-
мерных пор следует учитывать энергию взаи-
модействия атомов газа и стенок сосуда, кото-
рая должна быть включена в конфигурацион-
ную часть статистического интеграла в виде 
дополнительного слагаемого, учитывающего 
кроме взаимодействия N атомов газа между со-
бой силы взаимодействия каждого из атомов 
газа с каждым из M атомов сосуда: 

1 1 1

1 1 1

1 1
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 (5) 

где ρj – радиус векторы атомов сосуда, f – 
конфигурационная функция распределения 
атомов твердого вещества. 

При использовании выражения (5) конфи-
гурационная статистическая сумма может быть 
представлена в виде произведения газовой и 
«стеночной» (или «адгезионной») составляю-
щих, а свободная энергия записывается в виде 
суммы: 
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ig cg cw g cwF F F F F F     ,            (6) 

где Fcg – слагаемое, учитывающее вклад 
взаимодействия молекул газа в свободную 
энергию, а слагаемое Fcw учитывает взаимодей-
ствие между молекулами газа и стенками сосу-
да, Fg – свободная энергия, которой бы обладал 
газ при данной плотности и температуре без 
учета взаимодействия со стенками. 

Учитывая короткодействующий характер 
межатомных сил, который имеет место в боль-
шинстве возникающих на практике задач, зна-
чимый вклад в слагаемое Uw могут дать только 
атомы газа, расположенные в тонком присте-
ночном слое, толщина которого по порядку ве-
личины равна характерной длине потенциала 
межатомного взаимодействия и обычно не пре-
вышает 1 нм. Для пузырей газа диаметром бо-
лее 100 нм число атомов в таком пристеночном 
слое мало по сравнению с полным числом ато-
мов N, а вкладом адсорбционного слагаемого 
Uw в потенциальную энергию газа U можно 
пренебречь. При этом Fg >> Fcw, что говорит о 
возможности использования газового уравне-
ния состояния. Для пузырьков малого радиуса 
вклад Fcw в свободную энергию системы может 
быть весьма существенным. Наиболее точный 
расчет свободной энергии системы газ–твердое 
тело с учетом данной поправки может быть вы-
полнен численно с использованием метода мо-
лекулярной динамики. В настоящей работе 
предлагается упрощенная модель, позволяю-
щая выполнить оценку адсорбционной поправ-
ки к свободной энергии в наноразмерных газо-
вых пузырях аналитически. Для решения дан-
ной задачи приняты следующие упрощающие 
допущения: 

1. Пора считается сферической, а ее радиус 
R2 задан. Зависимость радиуса поры от давле-
ния газа не учитывается, что соответствует 
приближению абсолютно жестких стенок. 
Предполагается также, что все атомы газа ло-
кализованы внутри поры. 

2. Взаимодействие атомов газа и стенок 
описывается с использованием потенциала 
Леннарда-Джонса: 

12 6

( ) 4u r
r r

         
     

 
 ,            (7) 

где u – энергия взаимодействия пары ато-
мов, r – расстояние между ними, ε и  – пара-
метры потенциала. 

3. Для атомов газа и стенок используется 
конфигурационная функция распределения уп-
рощенного вида. 

Для расчета свободной энергии воспользу-
емся методом термодинамического интегриро-
вания. Введем параметр λ, принимающий зна-
чения от 0 до 1: 

( , ) ( )u r u r   .                     (8) 

При этом свободная энергия также оказы-
вается функцией λ, причем 

cw wF UF  
 

    
,                 (9) 

где с учетом парного характера межатом-
ного взаимодействия (6) средняя величина в (9) 
выражается через функцию двухчастичного 
распределения: 

(2)
1 1 1 1

( , )
( , ) ,wU u r

n r dr d
 


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
 

 
.   (10) 

где расстояние между атомами r = |r1 – ρ1|. 
Для аналитического вычисления интеграла 

(10) необходимо использование упрощающих 
допущений о виде двухчастичной функции 
распределения n

(2). В настоящей работе пред-
полагалась возможность пренебрежения корре-
лированным движением атомов газа и стенки, 
причем двухчастичная функция распределения 
представляется в виде произведения одночас-
тичных: 

(2) (1) (1)
1 1 1 1 2 1( , ) ( ) ( )n r n r n  .           (11) 

Одночастичные функции распределения 
считались изотропными, а их радиальная зави-
симость, построенная относительна центра по-
лости, аппроксимировалась ступенчатой функ-
цией Хевисайда: 

(1)
1 1 1 1

1 1

1 1

1
( ) ( )

4

, ,
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n r n r d d

n r R

r R
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         (12) 

Здесь и далее θ и  – полярный и азиму-
тальный углы, R1 – параметр функции распре-
деления, расчет которого может быть выполнен 
с использованием вариационного принципа. 
Плотность газа n определяется количеством 
атомов в объеме шара радиусом R1. Для атомов 
твердого вещества одночастичная функция 
распределения предполагалась имеющей вид: 
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1 2
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При использовании выражений (7), (8) и 
(11)-(13) интеграл (10) берется аналитически: 

8
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2 1

22 2
1 2 1 2 2

3 2
1 1 2 1

2 2 2
2 1 2 1

2 3
2 1 1 2 1
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    










   (14) 

где Np – количество молекул газа в полос-
ти. Используя малость величины /R1, которая 
имеет место даже для пор радиусом 1 нм, счи-
тая (R2 – R1) ~  и пренебрегая малыми величи-
нами порядка (/R1)

2, можно упростить выра-
жение (14): 

3

1
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   (15) 

Поправка к свободной энергии, возникаю-
щая из-за взаимодействия газа со стенками по-
ры, при этом определяется выражением: 
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      (16) 

Для расчета значения параметра R1 вос-
пользуемся определением n = 3Np/(4πR1

3) и ус-
ловием минимума свободной энергии 

2

2
1 1

0, 0,
F F

R R

 
 

 
,             (17) 

Выполняя дифференцирование в первом 
уравнении (17) и пренебрегая малыми порядка 
(/R1)

2, запишем уравнение для R1 в виде: 
9 3

2 1 2 1
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,   (18) 

где фактор сжимаемости z является функ-
цией плотности, а, следовательно, также зави-
сит от R1. По существу, уравнение (18) выража-

ет тот факт, что в состоянии равновесия силы 
давления газа уравновешиваются силами, дей-
ствующими со стороны стенки. 

Функция в квадратных скобках немоно-
тонна, она достигает минимума при 
R1 ≈R2 – 0,85 и быстро возрастает с увеличе-
нием R1. В то же время рост R1 от 0 до 
R2 – 0,85 соответствует убыванию выражения 
в квадратных скобках. Зависимость фактора 
сжимаемости от n может быть также немоно-
тонной, однако при высоких давлениях обычно 
z возрастает с ростом n (убывает с ростом R1), а 
при низких давлениях вкладом последнего сла-
гаемого в левой части равенства можно пре-
небречь. Это означает, что второе условие ми-
нимума системы уравнений (17) выполняется в 
диапазоне значений параметра R1: 

R2 – 0,85 < R1 < R2. 

Учитывая быстрый рост выражения в квад-
ратных скобках (18) в этом диапазоне значений 
R1, можно предположить, что R1 отличается от 
корня R10 функции 

9 3

1
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равного 

 
1
6

10 2 7,5 ,R R 
                  (20) 

на малую величину x << : 

1 10 , .R R x x                  (21) 

Использование (20, 21) позволяет линеари-
зовать функцию (19) путем разложения по ма-
лому параметру x. Получим: 

2
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15
( ) 6 23 .
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x x
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                (22) 

Аналогично, путем разложения фактора 
сжимаемости по малому параметру x, с учетом 

пропорциональности n ~ 3
1R  находим: 

10 10
1

( , ) ( , ) 3 ( , ).
z x
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  (23) 

Здесь и далее 3
10 103 4pn N R . Исполь-

зуя (22, 23), из (18) получаем: 

1 2 103

3
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


 
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  (24) 

Зная значение радиуса R1 можно вычислить 
свободную энергию газа по формуле (6). Воз-
можен также расчет средней силы гидростати-
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ческого сжатия, действующей со стороны стен-
ки на газ. Эта сила уравновешивается силой 
давления газа на стенки: 

2
1 1 1

1

2
2

( ) 4

4 .

w

w

U
n kTz n T R

R

p R






  



 

         (25) 

В (25) учтен тот факт, что при равенстве 
абсолютных значений сил взаимодействия ато-
мов газа и стенок, площади поверхностей, к ко-
торым они приложены (сферы R1 и R2), разли-
чаются. Из (25) можно рассчитать давление га-
за на стенки по формуле 

2

1
1 1

2

( ) .w

R
p n kTz n T
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 
  

 
           (26) 

Анализ и обсуждение результатов 

на примере W–X, X = He, H2, Ar 

Для примера в работе были рассмотрены 
пузырьки гелия, водорода и аргона в вольфра-
ме. Количество молекул газа в поре задавалось 
из условия 

 
22

2 3
2

3
3 10

4

pN
n

R
    см-3.         (27) 

В термодинамическом пределе при указан-
ной плотности давление выбранных газов со-
ставляет 0,2-0,3 ГПа. Такое давление указанных 
газов может быть легко реализовано в нанопо-
рах вольфрамовой стенки при взаимодействии 
с плазмой. 

Плотность вольфрама легко вычислить по 
известным кристаллографическим данным: 
nw ≈ 0,063 Å-3. Параметры потенциала Леннар-
да-Джонса взаимодействия атомов газа и стен-
ки будем вычислять по правилу смеси Лоренца-
Бертло: 

g w    ,    .
2

g w 



           (28) 

Параметры w = 1,45 эВ и w = 2,50 Å по-
тенциала Леннарда-Джонса для вольфрама взя-
ты из [8], а параметры для газов g и g из [7] 
представлены в таблице 1. Вероятная диссо-
циация водорода и адсорбция атомов на по-
верхности поры не учитывалась. Для учета 
взаимодействия молекул газов использовалось 
вириальное разложение свободной энергии, ко-
эффициенты для которого были взяты из [9] и 
также представлены в таблице 1. 

Таблица 1. Параметры уравнения состояния 
и взаимодействия атомов газов 

Table 1. Parameters of the equation of state 
and interaction of gas atoms 

 He H2 Ar 

B, см3/моль 11,15 12,16 -16,85 

C, см6/моль2
 98,78 297 960 

g, эВ 8,810-4
 3,210-3

 0,011 

g, Å 2,56 2,93 3,42 

, эВ 0,036 0,068 0,125 

, Å 2,53 2,72 2,96 

 

а) 

 

б) 

Рис.1. Относительный вклад поправок на взаимо-
действие со стенками в зависимости от радиуса 

поры: а) в свободную энергию газа; б) в давление 

Fig.1. Relative contribution of corrections for interac-
tion with walls depending on the pore radius: 

a) to the free energy of the gas; b) to the pressure 

Зависимость от радиуса поры R2 величины 
отношения Fcw/Fcg представлена на рис.1. Также 
на этом рисунке представлена зависимость от 
радиуса поры отношения давления pw к вели-
чине p2 = n2kTz(n2, T). 
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Из рис.1 видно, что взаимодействие со 
стенками дает весьма существенный вклад в 
свободную энергию газа, относительная доля 
которого сильно зависит от параметров уравне-
ния состояния и потенциала взаимодействия 
молекул газа со стенками. Для пор малого ра-
диуса эта поправка превышает по величине 
сумму (4) в несколько раз, а с увеличением ра-
диуса доля Fcw от Fcg уменьшается. Для гелия 
вклад этих слагаемых оказывается равным для 
радиуса поры около 2 нм, а при R2 = 6,5 нм 
Fcw/Fg < 0,3, т.е. поправки (16) пренебрежимо 
малы и могут быть исключены из рассмотре-
ния. Для водорода равенство поправок Fcw и Fcg 
достигается при R2 ≈ 4,2 нм, а для аргона – при 
R2 ≈ 30 нм. Выполнение условия малости по-
правки Fcw/Fg < 0,3 для водорода и аргона дос-
тигается при R2 ≈ 13,5 нм и 102,4 нм соответст-
венно. 

Зависимость давления газа от размеров на-
нопор также весьма значительна. Здесь под 
«давлением» газа pw понимается параметр, рас-
считанный с использованием обычного уравне-
ния состояния, но при плотности, рассчитанной 
с использованием параметра функции распре-
деления R1 вместо радиуса поры R2. Графики на 
рис.1б характеризуют соотношение давлений 
pw/p2, где p2 – давление, которое было бы полу-
чено без учета стенок, если бы выполнялось ра-
венство R1 = R2. 

Проведенный анализ указывает на необхо-
димость учета «стеночных» поправок при ис-
следовании состояния газов даже в сравнитель-
но больших нанопорах в вольфраме. При этом 
для всех трех рассмотренных газов зависимость 
давления от радиуса поры оказывается более 
слабой, чем зависимость свободной энергии. 

Выводы 

Проведенные в настоящей работе теорети-
ческие оценки указывают на необходимость 
учета взаимодействия атомов и молекул газов 
со стенками нанопор и вакансионных кластеров 
при моделирования давления газа на стенки, 
накопления газа в порах. Показано, что учет 
эффектов на поверхности необходим даже для 
сравнительно больших пор, радиус которых 
достигает десятков и сотен нанометров. Полу-
ченные результаты могут быть полезны при ис-
следовании давления газа в порах твердых тел в 
задачах плазмохимии поверхности, управляе-
мого термоядерного синтеза, порошковой ме-
таллургии. 
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